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DES FIGURES ELLIPSOÏDALES D'ÉQUILIBRE 
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Par m. a. LIAPOUNOFF. 



Traduit du russe par H. Edouard DAVAUX, 

Ingénieur de la Marine, à Toulon (' ). 



INTRODUCTION. 

Dans ce travail, j^éludie la stabilité des figures ellipsoïdales d^équilibre d'un 
liquide animé d\in mouvement de rotation, dont les molécules s^atlirent mutuel- 
lement suivant la loi de Newton, en partant d*un principe représentant une géné- 
ralisation du principe connu de Lagrange, d'après lequel Tétude de la stabilité 
se ramène à la recherche du minimum du potentiel. 

Avant de parler de la méthode que j^ai suivie et des résultais auxquels je suis 

(') M. Liapounoffa très gracieusement autorisé la publication en langue française de sa 
thèse : Oob ycTOMuiiBOCTn e.i.iuncoHAA.ibHbix'b *0PM'b pabuob-bcIh Bp.vmAiomEHCfl 
/KUAKOCTH) i884; pendant rimpression de celte traduction, l'auteur a modifie, en quelques 
points, la rédaction primitive de son travail, et y a ajouté des notes qui seront signalées 
par la lettre L (mars 1904). 
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arrivé, ce qui sera fait plus loin, je dois indiquer les recherches qui onl quelques 
rapports avec les miennes. 

Lîouville s'est occupé de la question, il y a 3o ans. Malheureusement, il n'a 
pas publié ses travaux. Tout ce que nous en connaissons est contenu dans un 
Mémoire publié dans les Additions à la Connaissance des Temps de i855, et 
réimprimé ensuite dans le Tome XX (année i855) de son journal, sous le titre : 
Formules générales relatives à la question de la stabilité de V équilibre 
d' une masse liquide homogène douée d^un mouvement de rotation autour 
d^un axe. Dans ce Mémoire, Liouville donne des formules générales pour la 
résolution de la question de la stabilité d'une figure d'équilibre quelconque d'un 
liquide animé d'un mouvement de rotation, mais il ne les applique pas à des cas 
particuliers. Il fait la remarque que son travail n'est qu'un extrait du premier 
Paragraphe d'un Mémoire ayant pour titre : Sur la stabilité de V équilibre des 
mers. Mais nous ne connaissons de ce dernier qu'un comple rendu succinct pré- 
senté par Liouville a l'Académie et inséré au Tome XV des Comptes rendus, 
p. 9o3, et, d'après ce qu'y dit l'auteur, on ne peut pas juger des résultats qu'il a 
obtenus; tout ce qui se rapporte à la question que nous considérons est contenu 
seulement dans le passage suivant : 

« ... Et... qu'arriverait-il à une masse liquide, homogène, douée d'une quel- 
conque des formes ellipsoïdales d'équilibre, à deux ou même à trois axes inégaux? 
Ces questions intéressantes, et qui me semblent entièrement neuves, je les ai 
aussi traitées; mais l'exposition de mes recherches exigerait de longs dévelop- 
pements, que je remets à une autre séance pour ne pas abuser des moments de 
l'Académie. Toutefois, je dirai dès à présent que j'ai dii avoir recours à certaines 
fonctions heureusement introduites en analyse par M. Lamé, à l'occasion d'un 
problème relatif au mouvement de la chaleur. En complétant, à quelques égards, 
les formules de cet habile géomètre, et aussi en les combinant avec d'autres for- 
mules qui m'appartiennent, j'ai réussi en quelque sorte à ajouter un nouveau 
Chapitre à la Mécanique céleste, etc. ». 

Du reste, dans le Tome XVI des Comptes rendus, p. 363, se trouve une courte 
Note, dans laquelle il est parlé de l'un des résultats obtenus par Liouville. Nous 
y rencontrons ce qui suit : 

u M. Liouville lit une Note ayant pour titre : lîecherches sur la stabilité de. 
C équilibre des fluides. Il a essayé de résoudre, pour le cas d'une figure ellip- 
tique quelconque, les questions de stabilité que Laplace, en s'occupant de l'équi- 
libre des mers, a résolues seulement pour des corps à très peu près sphériques. 
Le théorème le plus remarquable est relatif aux ellipsoïdes à trois axes inégaux 
de M. Jacobi. L'état d'équilibre de ces ellipsoïdes est toujours un état stable. 
Nous reviendrons sur cette Communication quand M. Liouville aura présenté son 
travail complet à l'Académie. » 
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Le résultat relatif aux ellipsoïdes de M. Jacobl a été obtenu par Liouville, 
comme le lecteur le verra plus loin, probablement poiir une hypothèse parti- 
culière en ce qui concerne les troubles. 

Je n'ai pu trouver aucune autre indication sur les recherches de Liouville 
dans cette voie, et, d'une façon générale, dans Pintervalle de temps entre 
Tannée i855, oii parut le Mémoire de Liouville Formules générales, etc., et 
Tannée i883, où fut publiée la nouvelle édition de la seconde Partie de la Na- 
lural Philosophy de Thomson et Tait, je ne sache pas, à l'exception d'un travail 
de Riemann, que l'on ait parlé quelque part de la stabilité des figures ellipsoïdales 
d'équilibre. 

Dans son Mémoire connu ('), sur le cas du mouvement d'un ellipsoïde liquide 
découvert par Dirichlet, publié en 1861 au Tome IX des AbhandL der Konig, 
Gesellschaft der Wissenschaflen zu Gôtlingen, Riemann résout entre autres 
la question de la stabilité des ellipsoïdes de Maelaurin et de Jacobi relativement 
à des déplacements et des vitesses à l'' instant initial^ satisfaisant aux hypo- 
thèses de Dirichlet. liiemann trouve que les ellipsoïdes de Maelaurin sont stables 
ou instables, selon que les rapports entre leurs axes sont supérieurs ou inférieurs 
à OjSoSSa^. . . , et, par conséquent, suivant que leurs excentricités sont inférieures 
ou supérieures à 0,952886..., et que les ellipsoïdes de Jacobi sont toujours 
stables. On ne trouve donc, relativement à des troubles arbitraires, qu'un résultat 
dans le Mémoire de Riemann^ savoir que les ellipsoïdes de révolution sont 
instables, si les rapports enlrc leurs axes sont inférieurs à OjSoSSa^. . .. 

Dans la nouvelle édition delà Natural Philosophy de Thomson et Tait, dont 
je n'ai pris connaissance qu'après que ce Mémoire était écrit, on trouve (2) quel- 
ques remarques assez intéressantes sur la question des figures d'équilibre d'un 
liquide animé d'un mouvement de rotation^ envisagée d'une manière générale. 
Suivant la remarque des auteurs, ils n'ont pas cessé de s'occuper de cette 
question pendant les quînie années qui se sont écoulées à partir de la pre- 
mière édition de leur livre, et sont arrivés à des résultats qui l'éclairent beaucoup ; 
mais ils n'en ontfail connaître que quelques-uns, et en outre sans démonstration, 
promettant de revenir sur ce sujet dans le second Volume de leur Ouvrage. De 
ces résultats, je ne citerai que ceux qui se rapportent à la question de la stabilité 
des figures d'équilibre ellipsoïdales : 

Si l'on impose la condition que la figure du liquide reste toujours un ellipsoïde 
de révolution, tous les ellipsoïdes de révolution planétaires sont des figures 
d'équilibre stables. Si Ton impose la condition que le liquide conserve toujours 



(*) Eïn Beitrag zu dcn Untersuchungen ûber die Bewegung eines JlUssigsn gleicli- 
artigen Ellipsoïdes (/?. Riemann* s Werke, herausg. v. Weber, 1876). 

(«) Thomson et Tait, Treatise on natural Philosophy, Vol. I, Part. II, i883, §778", 
p. 332-335. 



8 A. LTAPOUNOFF. 

la forme d'un ellipsoïde, les ellipsoïdes de révolution sont stables ou instables 
suivant que leur excentricité est inférieure ou supérieure à 0,8126. .. (excen- 
tricité de l'ellipsoïde de révolution de Jacobi) (*), et les ellipsoïdes à trois axes 
sont toujours stables. Si enfin aucune condition n'est imposée, aussi bien les 
ellipsoïdes de révolution que les ellipsoïdes à trois axes sont instables pour 
des moments des quantités de mouvement suj/isamment grands (^). 

En outre, Thomson et Tait énoncent le principe, sur lequel ils ont basé leurs 
recherches, sous la forme suivante : 

« When the energy with given moment of momenlum is either a minimum or 
a maximum, ihe kinelic equilibrium is clearly stable, if the liquid is perfectiy 
inviscid. » 

Ils ajoutent : 

(( It seems probable that it is essentially unstable, -when the energy is a mininiax ; 
but we do not know that ihis proposition lias been ever proved. » 

A ce qu'il paraît, c'est d'après ce complément de leur principe que Thomson 
el Tait donnent leur appréciation sur V instabilité indiquée plus haut. 

Conformément au principe de Thomson et Tait, je commence mon étude par 
la recherche des conditions sous lesquelles, pour un moment donné des quan- 
tités de mouvement, Ténergie totale d'un liquide, soumis à l'action de forces 
newtoniennes entre ses molécules et à une pression constante sur sa surface, est 
minimum, maximum ou minimum-maximum. Après avoirdémonlré que ces con- 
ditions sont remplies pour toute figure d'équilibre d'un liquide animé d'un mou- 
vement de rotation, et qu'en outre un maximum pour l'énergie est en général 
impossible, je ramène la question du minimum d'énergie à celle du minimum 
d'une certaine expression II, dépendant de la forme du liquide et du moment des 
quantités de mouvement correspondant à la fîgure d'équilibre considérée. En 
vertu du principe énoncé plus haut, la question de la stabilité se ramène donc à 
un problème du calcul des variations. 

11 est à propos de remarquer ici que l'application de la méthode du calcul des 
variations à la résolution des questions de stabilité d'équilibre pour un liquide 
n'est pas nouvelle. Giesen (') et Hagen (*), en se basant sur le principe de 

(1) Ce résultat ne contredit pas Riemann, parce que Riemann fait certaines hypothèses 
particulières relativement aux vitesses, 

(*) Thomson et Tait ne donnent pas de limite inférieure pour ces moments de quantités 
de mouvement. 

( '} A. GiESEN, Ueber die Stabilitàt des Gleichgewichtes einer nur der Gravitation un- 
ferwor/enen Fliïssigkeit {Jahresbericht iiber die hôhere Schule in Opladen, f. 1872-1873, 
S. J.). 

(^) J. Hagen, Ueber die Stabilitàt des Gleichgewichtes einer auf einem dreiaxigen 
Kllipsoid mit kleinen Excentricitu.ten aiisgebreiteten Fliïssigkeit. . . {O. Schlômilch's 
Zeitschrift filr Math, und Ph,y Bd. XXII, 1877). 
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Lajj^range, se sont servis de cette méthode pour l'élude de la stabilité de 
l'équilibre d'un liquide couvrant un noyau solide fixe de forme ellipsoïdale avec 
excentricités très petites. Mais, avant eux, Liouville avait pensé à appliquer le 
principe de Lagrange à la même question, ainsi qu'à la question de la stabilité des 
figures ellipsoïdales (en considérant le mouvement comme un repos relatif). Du 
moins, à l'endroit du Tome XV des Comptes rendus indiqué plus haut, il parle 
des positions d'un système quelconque de points (sans exclure un liquide), dans 
lesquelles la force vive du système prend les plus grandes valeurs, comme de 
positions d'équilibre stable, et dans son Mémoire Formules générales, etc., on 
trouve tout ce qui est nécessaire pour déterminer les conditions du maximum 
de force vive, en vue de l'étude de la stabilité des deux cas considérés d'équi- 
libre d'un liquide. 

Autant que je sache, le principe de Lagrange n'a été démontré nulle part d'une 
manière directe pour un liquide; on rencontre cependant pour cette démons- 
tration les mêmes difficultés que pour celle du principe de ïhomson et Tait cité 
plus haut, lequel représente une généralisation du principe de Lagrange. 

Primitivement, en entreprenant l'étude du problème que je m'étais posé, je 
considérais la question au même point de vue que Liouville, c'est-à-dire que je 
la ramenais à la recherche de la stabilité d'un repos relatif du liquide. Quand, 
ensuite, j'ai pris connaissance de la nouvelle édition de la Natural Philosophy 
de Thomson et Tait, j'ai remarqué que le principe énoncé par eux ofi'rait quelque 
avantage sur celui de Lagrange, et, voulant le prendre pour point de départ, j'ai 
entrepris la transformation du Chapitre I de mon Travail, où étaient exposés les 
éléments sur lesquels, à mon avis, pouvait être basée l'application du principe 
de Lagrange à la résolution de mon problème. Mais, par cela, seul, mon point de 
vue était changé ; le fond même de la question restait ce qu'il était primitive- 
ment. D'ailleurs je ne regardais pas comme possible de prendre sans démonstra- 
tion le principe de Thomson et Tait, que je voulais poser comme base de mes 
recherches, 

il fallait convenir avant tout de ce que l'on entendait par figure d^ équilibre 
stables Par analogie avec ce que l'on appelle, en mécanique, stabilité d'un système 
de points isolés, on était porté à entendre, par figure d'équilibre stable, une 
figure du liquide telle que, après que l'on a communiqué aux molécules des dépla- 
cements et des vitesses suffisamment petits, elle reste, pendant toute la durée du 
mouvement, aussi peu différente qu'on le veut de la figure d'équilibre. Mais 
l'équation de la force vive, qui forme la base de l'étude de la stabilité de l'équi- 
libre des systèmes conservatifs, dans la mécanique des systèmes de points isolés, 
se trouve en général insuffisante pour découvrir, dans un liquide, après que son 
repos (absolu au relatif) a été troublé, le caractère du mouvement choisi comme 
signe de l'équilibre stable. Il me fallait donc^ ou renoncer à la possibilité de 
Fac. de T., 2« S.. VI. 2 
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résoudre le problème que je m'étais posé, en m'appujant sur le principe du mi- 
nimum d'énergie, ou donner, pour un liquide, une définition plus générale de la 
stabilité. C'est ce qu'il m'a paru possible de faire, pourvu que la nouvelle défini- 
lion ne contredise pas l'idée existante sur la stabilité. Or un examen attentif de 
la question me montra que toute difficulté disparaissait, à condition de définir 
une figure stable d'équilibre comme une figure telle que, après communication 
au mouvement du liquide de troubles suffisamment petits, la figure du liquide 
demeure aussi peu diflerente que l'on veut de la figure d'équilibre, au moins 
tant qiCil ne se forme pas à la surface du liquide des saillies en forme de fils 
ou de feuillets assez minces. 

Cette définition, exprimée sous une forme précise, constitue la base de toutes 
mes recherclies. En l'adoptant, et en faisant certaines lypotlièses relativement 
à la continuité du mouvement, je me sers ensuite de la métliode de Lejcune- 
Dirichlet pour la démonstration du théorème fondamental. D'après ce théorème, 
toute figure d'équilibre, pour laquelle a lieu un minimum de II (sous certaines 
conditions), est stable. Après cela, je passe à la recherche des formules servant 
pour l'examen du signe d'un accroissement infiniment petit de II, et je me 
borne à l'expression de la variation seconde de II. Je termine le Chapitre I par 
l'étude du signe de cette variation, dans deux hypothèses particulières relati- 
vement aux déplacements : i" quand le liquide se déplace comme un système 
invariable; 2° quand une figure donnée d'équilibre se change en une autre figure 
(l'équilibre qui en est infiniment voisine. Cette seconde étude conduit à un résultat 
dans lequel est contenu, comme cas particulier, le premier des résultats de 
Thomson et Tait énoncés plus haut, et qui, dans la suite, facilite considérable- 
ment l'étude de la stabilité des ellipsoïdes, surtout des ellipsoïdes de Jacobi. 

On doit remarquer ici que j'ai seulement en vue de trouver tous les ellipsoïdes 
(|ui doivent être appelés stables, d'après le théorème fondamental indiqué plus 
haut, ne désirant nullement affirmer que tous les autres ellipsoïdes (c'est-à-dire 
ceux pour lesquels II n'est pas minimum) sont instables, comme cela résulterait 
du complément, cité plus haut, au principe de Thomson et Tait, lequel reste 
sans démonstration. En parlant de limites, par exemple pour l'excentricité des 
ellipsoïdes stables de révolution, j'entendrai donc par là simplement des nombres 
tels que tout nombre intermédiaire est l'excentricité d'un ellipsoïde sûrement 
stable. 

Pour ce qui concerne la résolution complète du problème, on ne- peut l'espérer 
que du seul procédé général de recherche de la stabilité, qui consiste en une 
étude effective du mouvement troublé. Cette étude n'entrait pas dans le plan de 
mon travail, où je désirais seulement montrer à quels résultats, relativement à 
la stabilité des ellipsoïdes de Maclaurin et de Jacobi, conduit la loi de la 
conservation de V énergie. 
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J^indiquerai maintenant les points essentiels des autres parties de mon travail. 

Dans le Chapitre II, je transforme, pour la sphère, l'expression générale de la va- 
riation seconde de II trouv'ée au Chapitre I, en me servant du développement de la 
variation du déplacement normal d\m point de la surface du liquide en série de 
fonctions spliériques. Giesen et Hagen se sont servis, avant moi, du même pro- 
cédé pour la transformation d'une expression semblable, dans les recherches 
mentionnées plus haut sur la stabilité de l'équilibre d'un liquide sur un nojau 
solide de forme ellipsoïdale, dont les excentricités sont très petites. La trans- 
formée de l'expression de la variation seconde de II se présente sous la forme 
d'une série dont tous les termes sont positifs. J'obtiens ainsi le résultat, qui 
du reste n'est pas nouveau, que la sphère est une figure d^ équilibre stable. 

Dans le Chapitre III, je me sers du même procédé de transformation de la 
variation seconde de II, pour les ellipsoïdes de révolution. Mais l'expression que 
j'obtiens ne donne pas (comme pour la sphère) la possibilité de dire, sans une 
recherche préliminaire, quelque chose sur son signe : il m'a été pour cela néces- 
saire de démontrer quelques propriétés de croissance et de décroissance d'expres- 
sions dépendant de fonctions que je désigne par/?jf*(x) et q"k{'^) ^^ ^"' ^^'^*' "ées 
aux fonctions sphériques ordinaires de première et de seconde espèce, de la même 
façon que la fonction sinhvpj; est liée à sina:. En m'appujant sur ces propriétés, 
je démontre que les ellipsoïdes de réK^olution sont stables, tant que leur excen- 
tricité reste inférieure à U excentricité (0,8126. .,) de l'ellipsoïde de résolu- 
tion avec lequel se confondent les ellipsoïdes de Jacobi pour la limite supé- 
rieure de la vitesse angulaire. Puis j'apjselle l'attention sur ce fait que, dans le 
cras particulier où la surface du liquide est supposée rester ellipsoïdale pendant 
toute la durée du mouvement, la limite supérieure de l'excentricité des ellipsoïdes 
de révolution stables demeure la même, et par conséquent inférieure à celle que 
trouve Riemann. La raison de cette diversité de résultats devient tout à fait claire, 
si l'on tient compte de ce qui a été dit plus haut relativement à la signification des 
limites que j'ai obtenues, et aussi de ce que Riemann n'étudie la stabilité que pour 
des vitesses initiales satisfaisant aux hypothèses de Dirichlet. Je considère, en 
outre, encore deux cas particuliers : celui où l'ellipsoïde d'inertie de la masse 
liquide demeure toujours un ellipsoïde de révolution, et celui où la surface du 
liquide demeure toujours une surface de révolution. Dans le premier cas, on obtient 
pour limite supérieure de l'excentricité des ellipsoïdes stables le nombre 0,89. .., 
et, dans le second, le nombre 0,985 .... 

Je consacre le Chapitre IV à l'exposé des propriétés des fonctions de Lamé, 
sur les<iuelles est basée, dans le Chapitre suivant, la transformation de la variation 
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seconde de FI et la reclicrche de son signe pour les ellipsoïdes à trois axes. Ici je 
démontre, entre autres, un théorème sur le nombre des racines de Kéquation 



i" > 



comprises entre certaines limites. Ce théorème complète celui que Klein a 
démontré dans son Mémoire Ueber Lamé^sche Functionen dans le ïomc XVIK 
des Matheniatische Annalen, Puis j'attire Inattention sur quelques pro- 
priétés des constantes TJJ', qui entrent dans Téquation difTérentielle des fonc- 
tions de ï.amé, et qui sont définies par la condition que les fonctions d\in certain 
type satisfassent à cette équation; en m^appuvant sur ces résultats, je démoiilre 
quelques propriétés de croissance et de décroissance de certaines expressions 
<lépendant des fonctions de Lamé, ou de fonctions qui leur sont liées de la même 
façon que /?^"(:c) elr/^^(x) mentionnées plus haut sont liées aux fonctions splif'- 
riques ordinaires. J'introduis pour ces fonctions les notations E7(-^) et F^"(j:'), en 
conservant pour les fonctions de Lamé ordinaiies les notations habituellement 
usitées E;"(x) et F;' (a:). 

Dans le Chapitre V, je me sers des propositions signalées au Chapitre précédonl 
pour transformer la variation seconde de II relative aux ellipsoïdes à trois axes. 
L'examen de son signe, basé sur les propriétés trouvées des fonctions de Lamé, 
montre que les ellipsoïdes à trois axes sont stables tant qu^ils restent suffi- 
samment voisins des ellipsoïdes de révolution. On obtient toutefois des limites 
assez resserrées pour la vitesse angulaire relative aux ellipsoïdes stables; on 
démontre qu'elle doit être comprise entre des limites dont le rapport est égal 
à 0,8^. . . . J'expose ensuite avec quelque détail l'analyse d'après laquelle je résous 
les équations déterminant les limites des ellipsoïdes stables. Je démontre aussi, 
dans ce Chapitre, que, pour le cas particulier considéré par Riemann, mes for- 
mules donnent le même résultat que celui auquel arrive Riemann relativement 
aux ellipsoïdes à trois axes de Jacobi. 

Comme on le voit par ce qui précède, je me borne partout à la recherche de lu 
variation seconde de II. Dans mon étude subsiste donc une lacune : pour résoudre 
la question de la stabilité des ellipsoïdes qui servent de limites aux ellipsoïde^ 
stables, il est nécessaire de tenir compte des termes de Taccroissement de II qui 
suivent le terme relatif à la variation seconde. Mais la recherche de ces termes, 
dans le cas général, offre d'assez grandes difficultés, et, pour les écarter, je n'ai 
pas encore trouvé jusqu'ici de procédé quelque peu rigoureux. 

Ce que je dis ici ne s'applique pas à l'ellipsoïde de révolution de Jacobi, servant 
d'une des limites pour les ellipsoïdes stables à deux, aussi bien qu'à trois axes iné- 
gaux. Pour l'étude de la stabilité de cet ellipsoïde, on peut se servir d'un procédé 
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particulier, au moven duquel la question est ramenée à la recherche du signe 

d'une certaine forme quadratique. La résolution de ce problème fait l'objet du 

Chapitre VI, dans lequel je démontre que Vellipsoïde de révolution de Jacobi 

est une Jiguie d^ équilibre stable. 

Je remarquerai en terminant <|ue la question de la stabilité des ellipsoïdes 

limites se trouve en relation étroite avec un problème de Tchebjciief, celui des 

figures d'équilibre infiniment voisines des figures ellipsoïdales (*). Les essais que 

j'ai faits, pour arriver à quelque résultat touchant cette dernière question, m'ont 

donné en partie la matière du présent travail. 

A. L. 

Septembre i8S3 — Octobre i88'^. 



CHAPITRE L 

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LE PROBLÈME DE LA STABILITÉ 
DES FIGURES D'ÉQUILIBRE D UN LIQUIDE EN ROTATION. 



1. Considérons un liquide parfait homogène, et su|)posons que les seules 
forces qui agissent sur lui sont les attractions mutuelles des molécules, soumises 
à la loi newtonienne de la proportionnalité à l'inverse du carré des distances, et 
une pression constante s'exorçant à la surface. 

Supposons (|ue le liquide, qui se trouve sous l'action de ces forces, tourne 
d'un mouvement uniforme, comme un corps solide, autour d'un axe qui se meut 
d'un mouvement de translation rcctiligne et uniforme. En introduisant un milieu 
invariable animé d'un mouvement convenable, nous pouvons considérer ce cas 



(*) Ce problème fut proposé à l'auteur en i88:i par Tchebychef, et Fauteur a énoncé les 
résultats auxquels il est arrivé en cherebant à le résoudre, en une tbèse, à la lin du présent 
travail. Dans le Mémoire connu, qui parut en i885 dans les Acta mathematica, M. Poin- 
caré est arrivé aux mêmes résultats, sans connaître les recbercbes de l'auteur. Toutefois la 
question des nouvelles figures d'équilibre, peu différentes des figures ellipsoïdales, ne peut 
encore être considérée comme résolue; car le calcul n'a donné qu'une première approxima- 
tion, et cela seulement au point de vue formel. Donc, rien ne prouve que les nouvelles 
figures d'équilibre existent réellement. Après •>.o années écoulées depuis l'époque où le pré- 
sent travail fut publié, l'auteur a repris la question, dont il s'occupe en ce moment. Il a 
réussi à trouver une méthode qui permet de pousser l'approximation, dans cette question 
difficile, aussi loin qu'on veut, et bientôt il se propose de publier les résultats de ses 
recherches. L. 
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du mouvement d^un liquide comme un repos relatif résultant de l'équilibre entre 
toutes les forces qui agissent sur lui et la force centrifuge. D'après cela, nous 
appellerons, suivant Tusage, la figure que conserve le liquide dans ce mouvement, 
S2i figure d^équilibre, La stabilité de ce cas du mouvement d'un liquide, dans 
un certain sens de ce mot, fera l'objet de nos recherches. Nous considérerons 
aussi le cas particulier où la vitesse angulaire de rotation est nulle; mais, au 
point de vue de l'étude de la stabilité, il faut distinguer ce cas particulier du 
cas général. Nous distinguerons donc une figure d* équilibre du liquide animé 
d* un mouvement de rotation, et une figure d^ équilibre du liquide non animé 
dUin mouvement de rotation. 

Dans les travaux consacrés à la stabilité du mouvement, on distingue, comme 
on sait, deux sortes de stabilité : la stabilité dans le temps et la stabilité dans 
C espace. Dans l'étude de la stabilité dans le temps, on compare, pour un seul et 
même instant, les coordonnées du système et leurs dérivées par rapport au temps, 
dans le mouvement troublé et dans le mouvement non troublé. Au contraire, 
dans l'étude de la stabilité dans l'espace, toutes les coordonnées et leurs dérivées 
par rapport au temps sont supposées exprimées, par élimination du temps, en 
fonction d'une des coordonnées, et l'on se contente ainsi de la comparaison des 
coordonnées restantes et de leurs dérivées par rapport au temps, pour une seule 
et même valeur de la coordonnée prise pour variable indépendante. 

Dans le cas d'un mouvement du liquide tel que celui que nous avons défini plus 
haut, la stabilité qui fera l'objet de notre étude n'appartiendra ni à l'un, ni à 
Taulre de ces deux cas de stabilité. En considérant une figure d'équilibre quel- 
conque, nous comparerons la figure du liquide à un moment quelconque de son 
mouvement troublé avec la figure qu'il conserve dans le mouvement non Iroublé, 
en faisant abstraction du mouvement des molécules. Si, de plus, la vitesse angu- 
laire correspondant à la figure d'équilibre considérée n'est pas nulle, nous 
tiendrons compte aussi de la position de la surface du liquide, dans le mou- 
vement troublé, relativement à un axe passant par le centre d'inertie du liquide, 
et parallèle à l'axe de rotation dans le mouvement non troublé. Nous envisa- 
gerons en outre également la force vive du mouvement du liquide. 

C'est dans cet ordre d'idées que l'objet de nos recherches sera la stabilité de 
la figure d^ équilibre, La définition précise de ce que nous entendons par figure 
stable d'équilibre sera donnée dans un des numéros suivants. 

2. Dans tout mouvement d'un liquide, suivant les conditions ici considérées, 
ont lieu la loi de la conservation du mouvement du centre d'inertie et la loi de lu 
conservation des aires dans tout plan se mouvant d'un mouvement de translation 
uniforme et rectiligne et pour tout point de ce plan. 

La constance supposée de la pression sur la surface du liquide est une condi- 
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lion essenlîelle pour que le mouvement du liquide satisfasse à ces lois. D'après 
celle condition, on démontre facilement que les équations diflerentielles du mou- 
vement du liquide admettent aussi une intégrale exprimant la loi de la conserva- 
lion de l'énergie, pourvu que l'on fasse l'hypothèse que les vitesses des points du 
liquide sont des fonctions continues des coordonnées. Nous aurons toujours cette 
hypothèse en vue, et, d'une façon générale, nous supposerons que le mouvement 
du liquide se fait d'une manière continue, de sorte que les coordonnées de tout 
point du liquide seront supposées des fonctions continues de leurs valeurs 
initiales et du temps, et le mouvement intérieur de chaque élément du liquide 
sera supposé s'opérant suivant les lois d^une déformation homogène. Nous sup- 
poserons d'ailleurs que tous les points de la surface du liquide restent toujours 
à des distances finies du centre d'inertie du liquide. 

Imaginons un milieu invariable en mouvement de translation, avec une vitesse 
égale et parallèle à celle du centre d'inertie du liquide, et considérons le mouve- 
ment relatif du liquide par rapport à ce milieu. En appelant p la densité du 
liquide, nous désignerons par Jp le moment des quantités de mouvement du 
liquide, pris par rapport à son centre d'inertie (*). Nous prendrons ce dernier 
point pour origine d'un système de coordonnées rectangulaires x^y,^ z dont les 
axes seront supposés avoir des directions invariables, et nous prendrons pour 
direction de Taxe des z celle du moment des quantités de mouvement Jp, de 
sorte que, si ^£, c et fv sont les projections sur les axes des x^ des y et des z de 
la vitesse relative d'un point (^, y^ z) du liquide, nous aurons les équations 
suivantes : 



(•) 



(2) 



j xdr -— o, / y <iT = o, j zd7 =^ o, 

/ // c^T = o, I i> d-: = Of I wdz = o, 

(3) fi.y-..)dr = o, f(u,-...)cir = o, f i.. - uy)d.^3, 

où d'zesi un élément de volume, et où les intégrations s'étendent à tout le volume 
du liquide. 

D'une façon générale, nous entendrons toujours par 

J^F{x,y,z)d7 ou J^F{x\y\z')dz' («) 

une intégrale s'étendant à tout le volume du liquide. 

(1) Dans Ja suite, en parlant du moment des quantités de mouvement, nous sous-enten- 
drons toujours qu'il doit être pris par rapport au centre d'inertie. 

(*) D'une façon générale, nous désignerons toutes les quantités se rapportant au point 
{x\ y, z') par les mêmes lettres que pour le point (x, y, z), mais avec des accents. 
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Désignons ensuite par Tp la force vive du mouvement relatif du liquide, de 
sorle que 

et par V la fonction polenlielle de la masse liquide au point {x^y^ z)y de sorle 
que si f est une certaine constante positive, dépendant de l'attraction de Tunilé 
de masse par l'unité de masse à Tunité de distance, et r la distance entre les 
points {oc^y^ z) et {x'^y^ 5'), ce dernier appartenant à l'élément de volume du 
liquide ^/t', on aura 

V =/p/^. 

Avec les notations adoptées, Téquation qui exprime la loi de la conservation de 
l'énergie prend la forme suivante ; 

où H est une constanle représentant la valeur initiale de l'énergie totale du 
liquide rapportée à l'unité de densilé, dans son mouvement par rapport au centre 
d'inertie (*), 

Comme, d'après la loi de conservation de l'énergie, cette dernière ne dépend 
(|ue de la figure et de la position du liquide, ainsi que des vitesses de ses points 
à rinstant initial, on peut parler de la reclierche des mouvements, c'est-à-dire 
des données initiales, pour lesquels l'énergie totale, pour un moment donné des 
(piantilés de mouvement, est minimum, maximum ou minimum-maximum (^). 
Arrivons maintenant à la résolution de ce problème, qui consistera, par consé- 
quent, à rechercher parmi toutes les surfaces délimitant un volume donné et satis- 
faisant aux conditions (1), et parmi tous les 1/, v^ w satisfaisant aux conditions (2) 
et (3) et à l'équation 

On ôv âiy 
âa^ ôy ôz 

que l'on doit toujours avoir en vue, ceux pour lesquels la variation du premier 



(') En parlant, dans la suite, de l'énergie totale, nous supposerons toujours qu'il s'aj;it 
de l'énergie dans ce mouvement relatif. D'une façon générale, nous entendrons, par le mot 
mouvement, ce mouvement relatif. 

(') Pour éviter tout malentendu, nous croyons nécessaire de faire remarquer que, quand 
pour un système donné de valeurs des variables annulant la première différentielle d'une 
fonction, cette dernière n'est ni minimum, ni maximum, nous dirons qu'elle est minimum- 
maximum. 
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ordre de Texpressiou H, définie par Téqualion (4), s'annule pour toutes les défor- 
mations infiniment petites possibles de la surface, dans lesquelles le volume déli- 
mité ne change pas, et dans lesquelles les équations (1) ne sont pas troublées, et 
pour toutes les variations infiniment petites possibles de u^ (^, w ne troublant pas 
les équations (2), (3) et (5). 

En nous servant du procédé connu du calcul des variations^ nous trouvons les 
équations suivantes, pour la détermination des données initiales cherchées : 

do 
- do 

V = é>i -h Cl)- ^ — (ùxZ -h -~> 

ÔY 

do 

iv — cj H- c.);p7 — tiiyX -h -^ 

et 

(6) V -h (*^x{^y — ^^) -4- Wv(w>3 — \vx) -t- (ùz{vx — uy) 

— i ( w' H- r' -h iî'*) H- a,f/ 4- ^i<'-f c^KV -^ax 4- 6/ 4- c>3 = X, 

parmi lesquelles la dernière doit devenir une identité sur la surface cherchée. 

Dans ces équations, (o^^, (o^-, (o^, a, 6, c, ai, 6|, C| et X sont des constantes, et 
o une fonction de J7, y^ 5, assujettie à la condition de devenir constante sur la 
surface. De cette condition et de l'équation (5), nous déduisons, en tenant compte 
de la continuité supposée de //, v^ w^ 

d(^ d^ c?9 

dx dy dz ' 

dans tout le volume occupé par le liquide; les conditions (i) et (2) donnent donc 
rt, = 6i = C| = o, et, par conséquent, nous obtenons pour a, c^, w les expressions 

M in: Ci)y-3 — W-y, Vzzztti^X — Wx^, W^=i(ùxy — (iiyXy 

dans lesquelles co^, co^ et co^, en vertu des conditions (3), doivent satisfaire aux 
relations 

(7) { — P- Wx-i- SyCi)^— - Pa;W;n:0, 

— Pj-Wx — P^a^H- S- 0)5:= J, 



où 



Sx=J(y'-^z')dT, Sy=J(z'-hx'')dT, S,=J{x^-^y')dT, 

Px= f r- ^7» Pj — j zx d', p. :=j xy dT. 

Fac. de T., a» S., VI. 3 
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LV*qualion (6) prend donc la forme suivanle : 

(8) V -t- }(«/'-+- i'* -h w') -h ax-f by-hcz = l. 

Désignons par n la direction de la normale intérieure à la surface du liquide 
en un des points de son élément dsy multiplions les deux membres de l'équa- 
tion (8) pur cos{nx)ds et intégrons sur toute la surface. En remarquant que 



/ 






nous trouvons, en vertu des conditions (i), a = o. On démontrerait de même 
que b-^-c^^n. Si, d'autre part, nous multiplions les deux membres de l'équa- 
lion (8) [)ar [x cQs(nz) — z cos(nx)] ds^ cl si nous intégrons sur toute la surface, 
en rcniar(|uant (|ue 

nous obtenons l'équation 

laquelle, en vertu des équations (7), donne (ùx=o, à moins que J ne soit nul. 
On trouverait exactement de la même manière, pour J non nul, ci>^= o, et leséqua- 
liouH (7) donnent 

P^=o, P^ = o et ^>-=^' 

lé^% valeurs Irouvées pourtoj., co^-et (o^ restent évidemment légitimes dans le cas 
^ J -::: u, l^'é(|uatlou (8) sc ramène donc, dans tous les cas, à la forme 

U )« condition connue, nécessaire et suffisante, pour que le liquide, sous 
^u^idérées ici, puisse tourner comme un corps solide autour de l'axe 

^ii« vitesse angulaire ^-« 

ili^HYement du liquide, l'axe de rotation, comme on sait, est toujours 
ft«ilr«ux principaux d'inertie du volume occupé par le liquide. Par 
Ik conditions Px= o et Pv= o, obtenues plus haut, sont déjà con- 
tMdition (9) (bien entendu si J n'est pas nul). 

e la constante \ qui entre dans l'équation (9), on obtient 
>^Mr le même pi^cédé qui a servi à démontrer plus haut les éga- 
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iités a = o et (0^= o, l'expression suivante 



/• 



Q étant le volume du liquide et co = ^« Nous désignerons d'une façon générale 

par (O la vitesse angulaire correspondant à une figure d'équilibre quelconque. 

Nous pouvons exprimer le résuhat que nous avons obtenu sous la forme sui- 
vante : 

Pour que la première variation de l'énergie totale s'annule, pour un mo- 
ment donné des quantités de mouvement Jp, il est nécessaire et suffisant de 
donner au liquide une figure telle qu*il puisse tourner, comme un corps 

solide, autour d'un certain axe, avec la vitesse angulaire ^> S étant le mo- 
ment d'inertie du volume occupé par le liquide par rapport à l'axe de rota- 
tion, et de lui communiquer effectivement ce mouvement , 

Il est évident que, sans tenir compte des conditions (1), (2) et (5), nous obtien- 
drions la même solution pour le problème que nous considérons. 

3. En supposant la figure du liquide arbitraire, nous trouvons, par la résolution 
des équations (7), les valeurs suivantes, pour w^, w^-, co-, 

(10) Wx=^J n ^ W>^=J-^ |r y &)s=J ^ 



I) ^ ^, ^ 1^ . «--« 1^ 



OU 



(II) I) =: S^S, S=- S^Pi- s, Pj - S,P|- 2P,P, P,. 

Partout, dans hi suite, nous entendrons par co^, w^ et w^, précisément ces 
valeurs. 

Posons, dans un mouvement quelconque du liquide satisfaisant aux condi- 
tions (3), 

Nous aurons, d'après cela. 



T-iJco.-hi Ç{u\-^v\^w\)d': 
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et l'équation (4) prendra la forme suivante : 

(12) \ C{u]'hv\-^iv])d7-^U = U, 

OÙ n est une expression dépendant seulement de la figure du liquide et de la posi- 
tion qu'il occupe, savoir : 

(.3) n = l(i^ ^'\^' -fydry 

Il est important, pour ce qui suit, d'appeler l'attention sur ce fait que cetle 
expression ne change pas de valeur pour une rotation du liquide autour de l'axe 
des Zj et quand J = o, pour un déplacement d'ensemble arbitraire. Ce dernier 
point est évident ; pour ce qui concerne le premier, nous nous convainquons de sou 
exactitude en remarquant que l'expression (i i), comme on le sait par la théorie des 
moments d'inertie, conserve sa valeur après une rotation quelconque du liquide 
autour de l'origine des coordonnées, et que l'expression S^Sj — P^ se comporte 
de la même manière pour une rotation autour de Taxe des z. Ainsi II n'a qu'une 
seule valeur entièrement déterminée pour toute figure donnée du liquide, pour 
toute position donnée de celui-ci par rapport à l'axe des Zy et pour tout J donné. 

Comme toutes les conditions auxquelles doivent satisfaire £/|, i^i et Wt sont 
remplies, pour toute figure du liquide, par les valeurs lit = i'i = iV| = o, l'équa- 
tion (12) conduit à la conclusion que, pour que l'on puisse communiquer au 
liquide un mouvement annulant la première variation de H, pour un moment 
donné des quantités de mouvement Jp, dont la direction est prise pour axe des Zy 
il est nécessaire et suffisant de donner au liquide une figure et une position par 
rapport à l'axe des ^, telles que la première variation de O s'annule, sous la con- 
dition de l'invariabilité du volume (que nous sous-enlendrons toujours) et sous 
les conditions (1) (dont on peut d'ailleurs ne pas tenir compte). D'après cela, 
l'équation 

o^n^o 

est équivalente à celle (9). 

Nous arrivons ainsi à cette conclusion que, pour toute figure d'équilibre, cor- 
respondant au moment des quantités du mouvement Jp, pour laquelle l'axe des z 
sert d'axe de rotation au liquide. II, sous les conditions (i), est minimum, 
maximum ou minimum-maximum; quand II est minimum, H ne peut être 
aussi que minimum; mais quand II n'est pas minimum, H ne peut être que 
minimum-maximum, le cas où H est maximum étant évidemment impossible. 

Dans les numéros suivants, nous nous proposons de montrer que le minimum 
de n correspond à une figure d'équilibre stable, et dans ce qui précède nous 
avons voulu seulement montrer le lien qui existe entre notre recherche et la 
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théorie générale de la stabilité du mouvement, dans laquelle on est conduit au 
principe énoncé dans la nouvelle édition de la Natural Philosophy de Thomson 
et Tait (*), pour le cas du mouvement d'un liquide que nous considérons, sous 
la forme suivante : 

tt Wlien the energy wilh given moment of momentum is eithera minimum or 
a maximum, the kinetic equilibrium is clearlj stable, if the liquid is perfectlj 
inviscid. It seems probable that it is essentially unslable, when ihe energy is a 
minimax (^). » 

4. Il est nécessaire avant tout de donner une définition précise de ce que nous 
entendrons par figure d^équilibre stable. Pour cela, nous devons convenir 
d'abord des termes dont nous nous servirons et indiquer les hypothèses que nous 
ferons. 

Imaginons une surface, invariablement liée au centre d'inertie du liquide (ou, 
ce qui est la même chose, à l'origine des coordonnées x^y^ z)^ que nous suppo- 
serons telle qu'elle puisse servir de surface au liquide, tournant comme un corps 
solide autour de l'axe des z^ avec une vitesse angulaire eu. Nous supposerons 
que cette surface peut tourner autour de l'origine des coordonnées, mais, pour co 
non nul, nous ne considérerons Qomvae possibles i\\iQ des rotations autour de l'axe 
des 2, tandis que, pour w = o, toutes les rotations autour de l'origine seront 
supposées possibles. Nous appellerons, dans la suite, cette surface invariable de 
forme, mais variable en position, une surface d^ équilibre. 

Nous supposerons toujours la surface d'équilibre, que nous aurons à consi- 
dérer, telle qu'en un quelconque de ses points la direction de la normale change 
d'une manière continue, pour un déplacement continu de ce point sur la surface, 
et telle que les courbures de ses sections normales restent partout finies. En outre, 
nous supposerons que cette surface n'ait pas de points à distance infinie du centre 
d'inertie du liquide. 

Supposons que l'on trouble le mouvement du liquide qui conservait une cer- 
taine figure d'équilibre, et considérons la surface du liquide à un instant quelconque 
du mouvement troublé. Envisageons les droites qui joignent un point quelconque 
de cette surface à tous les points de la surface d'équilibre dans une quelconque 
de ses positions /?055/6/e5, et choisissons le plus petit de tous les segments de ces 
droites entre le point pris sur la surface du liquide et un point quelconque de la 



(*) \V. TiioMSOx and P. G. Tait, Trealise on natural Philosophy, Vol. I, Part. II, 
1883, p. 335. 

(*) a Quand l'énergie, pour un moment donné des quantités de mouvement, est minimum 
ou maximum, l'équilibre cinétique d'un liquide parfait est évidemment stable. Il parait pro- 
bable qu'il est essentiellement instable, quand l'énergie est minimum-maximum, u 
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surface d^équilibre. Ce segment représentera la normale la plus courte abaissée, 
(lu point considéré de la surface du liquide, sur la surface d'équilibre. Nous 
appellerons le point de la surface d'équilibre où celle normale rencontre pour 
la première f(ns celte surface, la base de la normale, et le point correspondant 
pris sur la surface du liquide, le sommet de la normale. Nous désignerons 
pur // le segment considéré, et nous le regarderons comme positif, ou comme 
négatif, selon que son sommet se trouve du côté intérieur ou du côlé exté- 
rieur de la surface (ré(|uilibre, en appelant, cela s'enlend, côté intérieur celui 
où se trouve le liquide dans le mouvement non troublé. En considérant tous les 
points de la surface du liquide, nous trouverons la plus grande des valeurs numé- 
riques de tous les n. Nous désignerons cette quantité positive par N et nous l'appel- 
lerons Véeart entre la surface du liquide et la surface d^ équilibre pour une 
position donnée de cette dernière. En général, N variera quand changera de 
position la surface d'équilibre. En choisissant parmi toutes les valeurs de N, 
correspondant à toutes les positions possibles de la surface d'équilibre, la plus 
petite de toutes^ nous aurons ce que nous nommerons plus loin l'écart entre la 
surface du liquide et la surface d'équilibre et ce que nous désignerons par s. 

Nous considérerons encore une quantité caractérisant, jusqu'à un certain point, 
la déviation que subit la figure du liquide à partir de la figure d'équilibre. Soit, 
comme précédemment, Q le volume du li(]uide, et q le plus grand volume dont 
tous les points sont intérieurs tant à la surface du liquide qu'à la surface d'équi- 
libre dans Tune de ses positions possibles. La difTérenceQ — q variera en général, 
quand variera la position de la surface d'équilibre. La plus petite de toutes les 
valeurs prises par elle, pour tontes les positions possibles de cette surface, sera 
appelée déviation de la fissure du liquide à partir de la figure d'équilibre, 
et nous la désignerons par A. 

Si l'on considère toutes les surfaces possibles du liquide, dont les écarts à partir 
de la surface d'éc].uilibrc sont égaux à une quantité donnée s, il est évident que, 
pour ces surfaces, A peut avoir toutes les valeurs comprises entre zéro et une cer- 
taine limite, dépendant de £, qui s'annulera pour t = o. Toute fonction continue 
de s, n'admettant que des valeurs que peut recevoir A pour le même s, et s'annu- 
ianl seulement pour s = o, sera appelée déviation /possible, et nous la désigne- 
rons par s ^sV 

Il est important, pour la suite, d'attirer l'attention sur la circonstance suivante. 
En veiHu des hypothèses laites sur la continuité du mouvement, la surface du 
liquide variera d'une manière continue avec le cours du temps et sera constituée 
toujours des mêmes points du liquide. Par conséquent, s **/ A seront des fonc- 
iioiês coniii9ues du temps. 

Il est évident que, pour N sufii>«iniment petit, à chaque point de la surl'ace du 
liquide correspond seulement un point de la surface d'équilibre comme base de 
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normale, et qu'en outre chaque point de la surface d'équilibre est la base d'une 
normale correspondant à un certain point de la surface du liquide. Ceci résulte 
directement des hypothèses énoncées plus haut, relativement à la surface d'équi- 
libre. Donc, N étant assez petit, n peut être considéré comme une fonction des 
points de la surface d'équilibre. En supposant toujours les troubles assez petits 
pour que la condition ci-dessus soit satisfaite pour la position où N = e, nous ne 
considérerons tout mouvement troublé que tant qu'elle n'est pas dérangée. 

Considérons une surface quelconque du liquide, pour laquelle la condition que 
nous, venons d'énoncer est satisfaite pour une certaine position de la surface 
d'équilibre, et supposons que celte surface varie de telle manière que lous les n 
varient en chaque point de la surface d'équilibre d'une manière continue selon 
une loi quelconque, qui doit seulement satisfaire à la condition que N diminue 
d'une manière continue, en tendant vers zéro. Nous appellerons une surface 
variant ainsi, une surface tendant d\ine manière continue vers la sur/ace 
d'équilibre. Nous parlerons aussi des figures du liquide, tendant d'une façon 
continue vers la figure d'équilibre. 

En passant maintenant à la définition de la stabilité, nous devons préalablement 
dire que l'expression force vive du mouçement relatif qui s'y rencontrera, 
désigne la force vive dans le mouvement du liquide relativement au milieu inva- 
riablement lié à son centre d'inertie et possédant une vitesse angulaire géométri- 
quement égale à celle que possédait le liquide dans le mouvement non troublé. 

Définition. — Communiquant aux molécules d'un liquide, qui conservait 
une des figures d'équilibre, des déplacements et des vitesses quelconques, 
considérons le mouvement troublé qui s'ensuit. Si l'écart initial entre la 
surface du liquide et la surface d'équilibre et la valeur initiale de la force 
vive du mouvement relatif , pour toutes les autres données initiales possibles (*), 
peuvent être choisis suffisamment petits pour que la force vive du mouvement 
relatif du liquide et l'écart entre sa surface et la surface d^ équilibre restent 
inférieurs à certaines limites données à l'avance, quelque petites que soient 
ces dernières, pendant toute la durée du mouvement, ou au moins tant que 
la déviation de la figure du liquide à partir de la figure d'équilibre ne 
devient pas inférieure à une certaine déviation possible donnée à r avance, 
quelque petites que soient toutes les valeurs de cette dernière, la figure 
considérée sera dite stable. 



(*) Ces données initiales ne doivent pas être entièrement arbitraires : elles doivent êtrr 
telles que le mouvement qui s'ensuit possède une certaine continuité, au moins tant que la 
figure du liquide ne s'écarte pas trop de la figure d'équilibre. Cette condition doit être tou- 
jours sous-entendue. 



.^r. 
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Si, pour la figure d'équilibre considérée, le mouvement, du caraclère qui vient 
d'être déOni, ne se produit que pour des déplacements et des vitesses à l'instant 
initial satisfaisant à certaines conditions, qui permettent de les choisir arbitrai- 
rement petits, nous dirons que cette figure d'équilibre est stable relativement 
aux données initiales satisfaisant à ces conditions. Des exemples d'une telle stabi- 
lité conditionnelle seront donnés au Chapitre III. 

o. Nous passons maintenant à la démonstration du principe sur lequel sera basée 
toute notre étude, et nous nous servirons pour cela de la méthode à l'aide de 
laquelle Lejeune-Dirichlet a démontré le principe de Lagrange ramenant la 
recherche de la stabilité de l'équilibre d'un système conservatif quelconque de 
points à la recherche d'un minimum du potentiel. 

Le principe que nous avons Tintention de démontrer est le suivant : 

Théorème fondamental. — Si, pour une figure d^ équilibre correspondant 
à un moment des quantités de mouvement i^. a lieu un minimum de II sous 
les conditions (i), cette figure d^ équilibre est stable. 

Avant tout, on doit dire ce qu'il faut entendre ici par un minimum de II. Mous 
avons vu que II ne change pas, pour une rotation d'ensemble du liquide autour 
de l'axe des z quand J diffère de zéro, et pour toute rotation d'ensemble autour 
de l'origine des coordonnées quand 1 = 0. Donc, dans la recherche du minimum 
de n, on doit éliminer les déplacements se réduisant à ces rotations; c'est ce que 
Ton pourra faire en introduisant la condition que A ne soit pas nul. Par consé- 
quent, si Hm est la valeur de II pour la figure d'équilibre considérée, l'affirmation 
que Hm est un minimum de II indique que, pour toute figure du liquide tendant 
d'une manière continue vers la figure d'équilibre, et pour laquelle A s'annule 
seulement pour K = o, on peut trouver une limite N© telle que toutes les valeurs 
prises par la ditlerence II — II;», pour les variations de cette figure du liquide 
de N = No à N = o, resteront positives, en ne s'annulant que pour N = o. 

Nous concluons de là que, ^(e) étant une fonction donnée représentant une 
déviation possible, on peut, quelle que soit cette fonction, trouver une limite E 
telle que, pour toute figure du liquide pour laquelle s <C E et A^îp(e), la diffé- 
rence n — n,„ soit positive, en ne s'annulant que pour s = o (•). Ce point consti- 
tuera le fond de toute la démonstration (^). 



(*) Il est évident que, pour toute valeur donnée de £. la différence II — l\,n peut être rendue 
aussi petite qu'on veut, par le choix d'une figure telle que A soit suflUammenl petit. C*e>l 
pour écarter cet inconvénient que Ton a introduit la condition A^^(£K 

(') On voit que ce point n'est pas établi. L*autear l'admet comme une conséquence de la 
notion du minimum; mais on doit avouer que. dans la question considérée, cette notion esi 
assez obscure. L. 
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En ce qui concerne les condilions (i) énoncées dans le théorème, elles sont 
satisfaites d'elles-mêmes, puisque nous ne considérons que le mouvement du 
liquide relativement à son centre d'inertie. Ces conditions ne joueront aucun rôle 
dans la démonstration, mais nous verrons dans la suite qu'elles sont nécessaires 
pour la possibilité d'un minimum de II. Â ces conditions, on doit d'ailleurs 
ajouter la condition de Tinvariabililé du volume, qui esl toujours sous-cnlendue. 

Désignons par Çp la force vive du mouvement relatif du liquide, et par s» et t® 
les valeurs initiales de e et de ÎB, en convenant, d'une manière générale, de 
désigner les valeurs initiales de toutes les quantités coasidérées par les mêmes 
lettres avec l'indice o en haut. D'après noire définition de la stabilité, noire 
théorème sera démontré si l'on prouve que, quelque petites que soient les quan- 
tités positives e et a- et quelle que soit la fonction o{z) donnée satisfaisant aux 
conditions connues, la condition énoncée dans ce théorème donne toujours la 
possibilité de choisir les données initiales e® et Ç® assez petites pour que, pour 
toutes les autres données initiales possibles satisfaisant à la condition A®^ç;(£<*), 
pendant toute la durée du mouvement du liquide qui s'ensuit, tant que la 
condition 

n'est pas troublée, les inégalités 

£ < e et (r < 0"* 

restent satisfaites. 

En désignant^ comme précédemment, parco, la vitesse angulaire correspondant 
à la figure d'équilibre considérée, nous poserons 

de sorte qu'il viendra 

et nous introduirons de plus les notations suivantes : 

En outre, nous poserons, comme au n" 3, 

mais actuellement, nous considérons des troubles arbitraires pour lesquels, en 

général, le moment des quantités de mouvement doit varier. Par suite, M|, i'i et(V| 

Fac. de T., 2* S., VI. 4 
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doivent satisfaire aux relations 

où a, ^^ Y sont des constantes dépendant des données initiales. 
Si nous posons maintenant 

Féquation (4) donnera, au lieu de Téqualion (12), la suivante : 

(i4) T,-f-n = T;-h(&)î-a)x)a4-(w;-a);.)|3-t-(a)?-a),)y-t-nû. 

En remarquant que 

« = $ — wPy, (3 = 10 — wPj;, y rrÇ — J -f-CoSs, 

on obtient facilement les relations suivantes 

(i5) s = T, -+- Qx» -+- Wjr(3 H- (ci)-— ci))y-t-{(a)'S--t- Jci)5— aJo)) 

et 

(16) Tî -h (a>i- w,)a 4- («J- w,0(3 + (wP ~ w.)7 

— |(&)«S? + J0t)l— 2Jw). 

Posons maintenant 



V/wi-h w^4- (0)5— 0))*= ô, 

et désignons par S le plus grand des moments centraux d'inertie du volume 
occupé par le liquide à un instant quelconque. On voit facilement que 

a* + (3« -+- y» ^ 2 ST, et >«-hyi»-h î'< 2SG, 
et, par conséquent, en vertu de l'inégalité 



LA STABILITÉ DES FIGURES ELLIPSOÏDALES D ÉQUILIBRE D UN LIQUIDE, ETC. 27 

Tégalité (i5) donne 

(17) Ç^^Ti-f-0v^2Sv^+i 

et Tégalité (i4)> en vertu de (16), conduit à l'inégalité suivante : 

(18) T, + n<Ç:o-h0V^S^V^ê^-+-ot)0P°— ««-t-n» 

qui aura lieu pendant toute la durée du nnouvement. 

Il faut remarquer, relativennent à toutes les quantités qui entrent dans l^s iné> 
galités (17) et (18), qu'elles ne dépendent pas de la direction qui peut être prise 
pour axe des x dans le plan perpendiculaire à l'axe des -s, et que d'ailleurs les 
quantités 6, P et /peuvent être rendues aussi petites qu'on le veut, en choisissant s 
suffisamment petit, car les quantités 

Px, Pj, §3, ûJx, ^y et W-— û) 

Cl) 

s'annulent, comme nous le savons, aussitôt que le liquide prend la figure d'équi- 
libre considérée. 

En outre, on peut remarquer que, si e est pris pour quantité infiniment petite 
du premier ordre, 6 et P seront des infiniment petits d'un ordre non inférieur au 
premier, et / un infiniment petit d'un ordre non inférieur au second. En effet, 
les formules (10) et (1 1) donnent 

_ J J S:rPi-+-S;,P^+2P,P^P:: 



S. S. D 

et, par conséquent, 



0) 



w«^/j_^y I y S;,p^4-s,p^+2P;,PyP, 



On voit aussi par là que i est une quantité positive. 

s' étant une valeur quelconque de e qui ne dépasse pas e et la limite E dont il 
a été parlé au commencement de ce numéro, désignons par Qg', «V et Se* les plus 
grandes de toutes les valeurs que prennent 0, i et S, pour toutes les figures 
possibles du liquide auxquelles correspond e^e'. Puis désignons par Ilg' la plus 
petite de toutes les valeurs prises par 0, pour toutes les figures possibles pour 
lesquelles £ = e' et A^«p(e'). D'après ce que l'on a remarqué plus haut, Ilg — ÏI^, 
sera une quantité positive non nulle qui, pour e' suffisamment petit, peut être 
rendue aussi petite qu'on le veut. 

Choisissons e' suffisamment petit pour que l'inégalité 



(19) ne.-n,„-t-0gV2SgVnE'-n,„ + £V<<i^ 
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soil salisfaitc, el ensuite, prenons pour figure initiale une figure quelconque pour 
la(|uelle les inégalités 

soient satisfaites. 

Si maintenant Ton communique aux molécules du liquide des vitesses relatives 
suflisammeut petites pour que Cr^ satisfasse à la condition 

C* -4- 9s- V 'âS^ V^« < IL. - ( IP -H gj9,. Po ), 
rinégalito (i8) conduira à l'inégalité suivante 

(ao) T,-hn<n. 

(|ui sera satisfaite au moins tant que s reste inférieur à t'. Mais la valeur initiale 
de s est inférieure à s', d'après une de nos conditions, et, d'autre part, e varie d'une 
manirre continue dans le cours du temps (n" 4). Par conséquent, il ne peut 
tlovonir supérieur à s' sans lui devenir préalablement égal. Or, l'égalité c = t', 
on vertu de l'inégalité (^.lo), tant que A^3(£), est évidemment impossible. 

Nou> arrivons ainsi à la conclusion qu'au moins tant que la condition A^^(£) 
est i^mpiie, s reste inférieur à s', et l'inégalité ('^o) donne 

T,<n,-n„„ 

d\>ù nous déduisons, en vertu des inégalités (i-) et (19), la suivante : 

Noire théoroaie est par là démontré. 

Remarquons que notre démonstration suppose que J n'est pas nul. Mais il est 
évident qu'il n'est pas besoin de s'arrêter à part sur le cas où J = o el où, par 
con>éi]uenU co = o. 

Si, dans l'élude d'une figure d'équilibre quelconque, correspondant à un mo- 
mool des quantités de mouvement Jp, il est démontré que II est minimum pour 
celle ligure, sous les conditions ^O, nous pouvons alors affirmer, d'après ce que 
l'on vient de démontrer, que celle figure d'équilibre est stable. Dans le cas où II 
n'est pas minimum, nous ne pouvons rien coucluix\ 

On peul encore ajouter aux conditions ^l'i d'autres conditions, el, dans cer- 
tains cas, n n'êlanl |^s en général minimum, peut le devenir pour ces nouvelles 
conditions. Si ces dernières sonl lelles que, pour certaines données initiales, 
elles |»euvenl être conservées pendant toute la durée du mouvement, nous 
pouvons en conclure qu'il v a sfithiliie tic ht figure tirifuHiltre reiait\'ement 
à ces donnccs înriùiics. 
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6. Nous devons mainlenanl donner des formules pour Texamen du signe de 
raccroissemenl que reçoit FI, quand on passe de la figure d'équilibre considérée 
à une figure quelconque du liquide qui en est infiniment voisine. Mais nous nous 
bornerons à la recherche de Texpression et du signe de la variation seconde de II, 
car la r^echerche des variations d'ordre supérieur, nécessaire dans le cas où la 
variation seconde s'annule, présente, en général, d'assez grandes difficultés. 

Nous ne considérerons maintenant que des figures du liquide tendant d'une 
manière continue vers la figure d'équilibre, pour lesquelles n n'a qu'une seule 
valeur en tout point de la surface d'équilibre. D'ailleurs nous pouvons supposer 
que N reste toujours inférieur au plus petit de tous les raj'ons de courbure des 
sections normales principales de la surface d'équilibre. Dans ces conditions, si 
nous désignons par R, et R2 les rayons de courbure des sections normales 
principales de celte surface, en un des points {x^ y^ z) de son élément û?5, ces 
rayons étant considérés comme positifs, si la surface est convexe du côté extérieur 
dans le voisinage de ce point, et comme négatifs, dans le cas contraire, la condi- 
tion de l'invariabilité du volume du liquide s'exprimera de la façon suivante : 

^'■^ l'^'l (•-ïï;)('-R;)''«=/^-(ïï;-^n;)7-*-R7ïï;T]^*='^' 

en convenant d'entendre par l'intégrale 



f¥(x,y,z)ds ou f¥(x\y,z')ds' 



une intégrale s'étendant à toute la surface d'équilibre. De même, les condi- 
tions (i) conduiront aux égalités 

I ds I [x-h 0LCOs{nx)]( i — îT-jf»— ït-J^^^o» 

Pour toute loi donnée suivant laquelle la surface considérée doit tendre vers 
la surface d'équilibre, n sera une certaine fonction de N, et, pour fixer les idées, 
nous pouvons convenir ici, en considérant toute expression dépendant de la 
figure du liquide, comme une fonction de N, d'entendre, par sa variation d'un 
ordre quelconque m le terme en N'" multiplié par i .2.3. . ./?i, dans son dévelop- 
pement suivant les puissances de N, arrêté à un terme complémentaire d'un ordre 
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plus élevé. Si, dans cet ordre d'idées, nous désignons par un la première variation 
de /i, et si nous posons 

/l zr: 5/1 -h /11, 

/?! représentera une quantité infiniment petite d'un ordre supérieur au premier, 
en convenant toujours de prendre N pour infiniment petit du premier ordre. Les 
égalités (21) et (22) permettent de trouver les équations conditionnelles auxquelles 
doivent satisfaire les variations d'ordre quelconque de n considérées comme 
fonctions d'un point de la surface d'équilibre. Mais il nous suffira d'avoir 
seulement les équations auxquelles doit satisfaire la variation du premier ordre 
de /i, savoir 



(•i3) 



I on ds z:z o, 



( 24 ) I xdn ds z=Oy I y dnds=iOy l z on ds = o. 

L'expression (i3) peut être représentée sous la forme suivante 



ou 



•2 \ S-/ 2 S- D 

et 

En ce qui concerne le premier terme A, la recherche de sa variation d'un 
ordre quelconque ne présente aucune difficulté. En remarquant que, pour la 
figure d'équilibre considérée, 

j=&t)', Pj=o et Py=o, 

nous trouvons immédiatement SA = o. Si nous supposons encore la surface d'équi- 
libre amenée à une position pour laquelle Pj = o, nous trouvons 

6^\ =: ^- \f(r' -^ y' ) an ds ' -^ 1^ ( f^z on dsX -+- |^ ( fyz on dsY . 

En ce qui concerne le second terme B, nous y rencontrons une intégrale dans 
laquelle la fonction à intégrer devient infinie dans les limites de l'intégration, et, 
bien que la recherche de sa première variation ne présente pas de didficultés, 
pour le calcul de la seconde, il est nécessaire de recourir à son accroissement, 
(^.omme on aura évidemment 5H = o, notre problème consistera ici à trouver pour 



LA STABILITÉ DES FIGURES ELLIPSOÏDALES d'ÉQUILIBRE d'uN LIQUIDE, ETC. 3l 

cet accroissement une expression de la forme 

AB=i^N---f-j3NS 

où b est une quantité indépendante de N, et ^ une quantité à Tégard de laquelle 
il nous suffira de montrer qu'elle tend vers zéro en même temps que N; quand 
ceci sera établi, 6N^ représentera la seconde variation cherchée de B, dont le signe 
déterminera le signe de Taccroissement infiniment petit de B. 

Soient (jc, y^ z) et {x' ^ y', z') deux points de la surface d'équilibre, et dési- 
gnons par /'(a, a') la distance entre les points dont les coordonnées sont 

X -{- (xcos{nx), y -^ cxcos{ny)y z -^ acos(nz) 
et 

x'-h cx^ cos{n'x), y' -{- an' cos(/i'/), z' -^ a'cos(«'5), 

en convenant de désigner r(a, o) et r(o, o) respectivement par /(a) et i\ Puis 
désignons par U(a) la valeur, pour le premier de ces points, de la fonction 
à laquelle se réduit l'expression 

quand la surface du liquide se confond avec la surface d'équilibre. D'après cela, 
U(o) représentera la constante), qui figure dans Téquation (9). 

Avec les notations adoptées, nous trouvons, pour Taccroissement de B, 
l'expression suivante : 

où 

c=/*_Co(.,(,-i)(,-^)rf» 

et 

»=/<('- ^) (- ^i) -/<■(- ^) (- «^) R^ô- 

On sait, par la théorie de la fonction potentielle, que U(a) et — -r^ — sont 

des fonctions continues de a, et que — -t-\ — reste aussi une fonction continue, 

tant que a ne passe pas par zéro, mais que, bien qu'elle éprouve à ce passage 
une discontinuité, cependant, pour les conditions indiquées plus haut relative- 
ment à la surface d'équilibre, elle ne devient pas infinie. Par suite, nous pouvons 
ordonner la fonction de /i, entrant sous le signe de l'intégrale dans l'expression 
de C, en série de puissances entières positives de n, au moins jusqu'au terme 
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en n^ incliisivemcnL Si donc nous représentons par — la valeur de la dé- 

. f â V ( n) , . . 

rivée — r pour n = o, nous obtenons ainsi 

OÙ R esl une quantité à Tégard de laquelle il nous suffit de savoir que c'est une 
fonction de /i restant finie pour toute valeur de n quelque petite qu^elle soit. En 
nous servant de Tëgalilé (21), nous lirons de (aS) l'expression suivante pour C : 



dot 



SiC=: f^^iènyds. 



Arrivons maintenant à la transformation de Texpression de D. 

a élaol une constante donnée, décrivons du point (jt, y^ z) de la surface d'équi- 

libre 00e sphère de rayon aN', et de tous les points de sa ligne d'intersection 
avec celle surface, menons les normales jusqu*à leur intersection la plus proche 
a\ec U surface du liquide. Nous détacherons ainsi de l'espace compris entre la sur- 
face do liquide et la surface d'équilibre un volume dont la plus grande dimen- 
sion sera évidemment une quantité infiniment petite d'ordre |. Nous désignerons 

celle plus grande dimension par HN^, où H, par conséquent, restera fini pour 
tous les points de la surface d'équilibre, quelque petit que soit N. En outre, on 
Toit facilement que la plus courte des distances entre un point quelconque 
do Tolome considéré, qui se trouve sur la normale au point (j*,^\ z)y et un point 
qoelcoDqoe d'une des normales relatives à la ligne d'intersection de la sphère 
a%'ec la surface d^équilibre^ est également une quantité infiniment petite d'ordre |. 

Noos désigoeroDS celle plus courte distance par /iN^, où ^, pour N = o, ne 
s^aDoolera pas ^il esl évident que limA = ^r). 
Si nous coDveooos que 



j 



¥(jr\ y\ z'}ds' 



est une iotégrale qui s*étend à toute la surface d'équilibre, à rexceplîon de la 
partie qui se trouve à riutérieur de la sphère considérée, nous pouvons pré- 
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senter l^expression de D sous la forme de la somme suivante : 

dix' 



H-n'-m-kM^-fi'-m-K 



r(a, a') 



M 



^^'-wM^-K^''' 



011 G esl la fonction potentielle, au pointdont les coordonnées sont x-\-0Lcos(nx)^ 
y -\-0Lcos(ny)y z -i- oLcos(nz), de la masse remplissant le volume défini plus 
haut avec la densité 4- i ou — i. En tout cas c'est une quantité dont la valeur 

numérique ne peut dépasser airH^N'. On voit par là que le second terme de 
l'expression de D représente une quantité infiniment petite d'un ordre supérieur 
au second, et que nous devons par conséquent nous adresser au premier terme. 
Or, il suffit évidemment, pour cela, de considérer l'expression 



r ^ r' n'ds' 



) 



où el 0' sont des fractions positives, et cette expression peut être présentée 
sons la forme : 

Mais, d'après ce que l'on a remarqué plus haut, 

r{Qn, Q'n')'>li^^ 
et, d'autre part, il est évident qu'en valeur numérique, 

Par conséquent, la valeur numérique du second terme de l'expression (26) est 
inférieure à 



-/?/" 



et le problème se ramène à Texamen du premier terme qui, comme on sail 
diffère, par un infiniment petit d'ordre supérieur, de l'expression 



fin' rfs ds' 



Nous trouvons ainsi 

on on' dsds' 



Fac. de T., a* S., Vï. 



'^-ff 
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el nous obtenons, pour la seconde variation cherchée de II, Texpression suivante 

Mil /*^U,^ ,, , - r rdndn'dsds' ^ .-, 

vi:^ o'ii^j ôTi^"^"^ "^'^^Pj J 7' -^^-+-w, 

où 



ei 



^^' ^ ë (/^^" ^'' ^')' ^ w; (/^^' "''^ ^')'- 

T. H est assez diflicile de dire quelque chose de général au sujet de l'expres- 
sion v'-i7). En nous appuyant sur ce qui a été dit à Tégard de II au n® 3, nous pou- 
vons seulement afiiriner que cette expression s'annulera toujours, quand la 
varialiou in se ramènera, pour (o diiréreut de zéro, à la forme 

V^Q» 0/1 = [vT cos(/i/) — ycos{nx)]6., 

et pour (t> = o à la forme 

• 3o' on— [rcos(nz) — z cos(ny)]Oje 

— [z cos(/i x) -- j:cos(/i 5)]9v4-[-rcos(/iy) — v cos(/ix)]5-, 

uù ^x« ^r- ^z *onl des quantités indépendantes de x, y^ z. Dans le numéro suivant, 
nous rechercherons le signe de Texpression (27) dans certaines hypothèses par- 
lîculières relativement à la variation 8/1, et actuellement nous remarquerons 
seulement que, dans tous les cas auxquels nous aurons aOaire, son premier 
lerme sera positif et le second négatif. 

A regard de l'expression . > qui se trouve sous le signe de l'intégrale dans le 

premier lerme, on doit remarquer qu*elle représente Taccélération de la pesanteur 
observée à la surface du liquide, au point (j*,^*, :?\ et que sa valeur numérique 
est égale j 



iàvy iOvy (Ovy 



\oui |K)u%'Oos maintenant tirer de tout ce qui précède le critérium suivant de 
\'d fttabilîié 'il ne renferme, cela s*entend, que des conditions suflisantes, mais non 
iiéce«*air«r»; : 

Si\ pour une figure d'équilibre correspondant à la vitesse angulaire <o, 
rt'j://re»$ion i 27 / reste positis^e pour toutes les valeurs possibles de on satts/ai- 
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sant aux éq nattions [iZ) et {i^) ^ en s'' annulant seulement quand 3/i se ramène, 
pour co différent de zéro, à la forme (29), et, pour w=:o, à la forme (3o), 
cette figure d'équilibre sera stable. 

II faul remarquer que, dans la suite, nous appellerons souvent 3/i dépla- 
cement normal du point (^, y^ z) de la surface du liquide, parce que le 

rapport — a pour limite i. 

L'expression (27) ne diffère que par le terme W et par un facteur constant de 
Texpression qu'a trouvée Lîouville (*) pour l'accroissement de la force vive du 
mouvement du liquide, en supposant que la figure d'équilibre qu'il conservait 
subît des troubles infiniment petits, et en considérant le mouvement du liquide 
relativement à un milieu invariable qui tourne autour de l'axe des z avec une 

vitesse angulaire constante w ou avec une vitesse variable — • Dans le premier de 

ces cas, le terme Û disparaît dans la formule (27). 

Quant au terme W, il ne jouera, comme nous le verrons, aucun rôle dans la 
recherche de la stabilité des ellipsoïdes, qui constitue notre problème principal. 
Le terme Û aura, au contraire, une grande importance, surtout pour les ellipsoïdes 
de Jacobi. 



8. iNous rechercherons maintenant le signe de l'expression (27) dans deux hypo- 
thèses particulières relativement aux déplacements (pour parler rigoureusement, 
relativement aux variations des déplacements). 

Nous supposerons d'abord que tous les déplacements des points du liquide 
sont des déplacements qu'admet un système invariable. Mais nous ne suppo- 
serons pas actuellement que l'on ait les équations (24), et nous poserons 

$n — cos(/i.r)d^-h cos(Aiy) 3y -t- cos(/i5) dz, 
où 

(3i) ^x^Hx-^ByZ — Q^y, ày—ty-\-Qz^ — ^x^y àziziit^-ir B^y — QyXy 

Sx, Sx> • • • étant des quantités qui ne dépendent pas de x^ y^ z. 
En remarquant que 

an ôx ay ôz 

(*) Formules générales relatives a la question de la stabilité de l'équilibre d'une masse 
liquide homogène douée d'un mouvement de rotation autour d'un axe {Journal de Liouvilley 
t. 20/i855). 
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<îl qu'en vertu des expressions (3i), 






i)y . âV . âV , . rèn'ds' 

r- ox -h -T- oy 4- -r- 05 — /p / ~ o, 



nous trouvons 



ô'II=:ot)« Ç {X $x -\- y ày) $n ds ^' ^-^^ , 

ce (|ni, d'après les conditions(i) el les égalités Pj;=o, P^.= o, P- = o, se ramène 
à la forinc suivante : 

On voit par là que la seconde variation de II est égale à zéro pour tous les 
déplacements hélicoïdaux autour de Taxe des z^ qii^elle est négative pour des 
tlêplaccments de translation perpendiculaires à cet axe, et que, pour des 
rotations autour d'axes perpendiculaires à l'axe des w, elle peut être aussi bien 
positive que négative, mais qu'elle sera toujours positive, si Caxe de rotation du 
liquide est l'axe du plus grand moment d'inertie du volume qu'il occupe, 
ce qui, comme on sait, a lieu pour toutes les figures ellipsoïdales d'équilibre. 

L'égalité (32) montre que les inégalités 

(33) S,>Sx et S3>Sv 

sont des conditions nécessaires pour que o^II reste positif, pour tous les o^ satis> 
faisant aux conditions (^3) et (24). i'^n s'appuvant sur cela, on peut démontrer 
que pour que o-fl, sous les conditions indiquées au numéro précédent, reste 
toujours positif, il est nécessaire que, sous ces mêmes conditions, o-Il — W reste 
positif. 

En efFel, 0/1 étant une variation quelconque satisfaisant aux équations (23) 
et (2,p, posons 

V^^) 0/1 :^ [ V OOS^/IC) — 5C0S(/t^)] Ojc-\- [c cos(/i»r) — .r cos(/i^)] 5vH- 0/1, 

et remarquons que, les différences S- — Sx» S- — Sv n'étant pas nulles, nous pou- 
vons disposer du choix des constantes 6^ et Ôy» de telle façon que 0/1, satisfasse 
aux équations 

I xz o/i| ds^=o et 1 vz ô#i| ds =: o. 

En le faisant, substituons dans la formule {'J^'^\ à la place de 0/1, son exprès- 
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sion (34 )• Après certaines transformations, nous aurons 

où o^ïTi est ce que devient 5=^11, quand on y remplace on par o/?i, et o^Ilû est le 
second membre de l'égalité (32). Or, de cette expression de 3-^n il résulte que les 
inégalités (33) et l'inégalité 5-11, >-o, qui sont nécessaires pour que l'inéga- 
lité S=*n>>o ait lieu, sont en même temps sufjisanles pour que la condi- 
tion S^n — W > o soit satisfaite; d'où ce que l'on a énoncé plus haut. 

Par suite de ce qui \ient d'être démontré, le terme W dans l'expression (27) 
n'aura pour nous aucune importance. 

Considérons une autre hypothèse particulière relativement aux déplacements. 

Supposons que la figure d'équilibre considérée appartienne à une série de 
figures d'équilibre, ayant un centre d'inertie commun et un axe de rotation 
commun, et passant d^une façon continue de l'une à l'autre par une variation 
de la vitesse angulaire. Alors, si Sto est Taccroissement infiniment petit de la 
vitesse angulaire correspondant au passage de la figure d'équilibre considérée 
à une figure infiniment voisine de celte série", il est facile, d'après l'équation (9), 
de trouver que la variation 8/i, correspondant à ce passage, doit satisfaire 
à l'équation 

En outre, nous savons qu'elle doit également satisfaire aux équations 
(36) / ûoz dn ds^=o, j yz in ds = o. 

En supposant maintenant que tous les déplacements se ramènent à des dépla- 
cements tels qu'ils changent la figure d'équilibre considérée dans celte nouvelle 
figure d'équilibre, l'expression (27), à l'aide des équations (35) et (36), se 
réduira à celle-ci : 

Or, pour une série donnée de figures d'équilibre, nous pouvons considérer deux 
des trois quantités S^, co, J comme fonctions de la troisième. Par conséquent, 
cette formule peut être présentée sous la forme 

(87) a^n-aizzo) ^(do))-. 

UCi) 

Si nous nous servons de la formule (28), et si nous prenons J pour variable 
indépendante, en désignant par SJ son accroissement infiniment petit corres- 



,'i8 
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pondant au passage à la nouvelle figure d'équilibre, nous obtiendrons encore 



(38) 



.n = |_§(aj).. 



It 



Ml'- 



I. 



On voit par là que si, dans le passage de la figure d^ équilibre considérée à 
une figure infiniment voisine, le moment dHneriie relatif à V a^e de rotation 
et le moment des quantités de mouK'ement varient dans un même sens y la 
seconde variation de II sera positive pour les déplacements considérés. 

On sait que, pour les ellipsoïdes de révolution dont rexcentricité ne dépasse 
pas une certaine limite 0,93. .., le moment d'inertie, et par conséquent aussi le 
moment des quantités de mouvement, croissent quand la vitesse angulaire croît, 
et que, pour des excentricités supérieures, ils décroissent tous les deux quand cette 
vitesse croît. On sait aussi que, pour les ellipsoïdes à trois axes, le moment des 
quantités de mouvement, et par conséquent aussi le moment d'inertie, décroissent 
constamment, quand la vitesse angulaire croît. On voit par là que, pour tous les 
ellipsoïdes qui peuvent être des figures d'équilibre, la seconde variation de II est 
positive pour les déplacements considérés. 

D'après ce que Ton vient de dire, on voit déjà la portée du terme Q dans la 
formule (a^) : le second membre de Tégalité (87) est négatif pour tous les ellip- 
soïdes à trois axes et pour les ellipsoïdes de révolution dont les excentricités 
sont supérieures à 0,93.. ., tandis que la formule (38) est toujours positive. 

En ce qui concerne le terme W, qui, comme nous l'avons vu, ne peut avoir 
pour nous aucune utilité, nous le laisserons de côté, et partout nous considérerons 
seulement Texpression 



(39) 



a«n,=:ô-n- w, 



dans laquelle le premier membre représente la seconde variation de 



"•=K'^-/''''^) ^')- 



En terminant remarquons que le théorème démontré, relativement à la possi- 
bilité de remplacer la recherche du signe de 8-* Il par la recherche du signe de 8^11,, 
est contenu, comme cas particulier, dans un autre plus général, sur lequel nous 
désirons maintenant appeler l'attention. 



De l'égalité 






(M Comme plus loin S^ et S,, ne se rencontreront point dans nos formules, nous écri- 
rons S au lieu de S-. 
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il résulte que, pour que II soit minimum, sous les conditions (i), il est suffisant 
que rii soit minimum sous ces conditions, et nécessaire que II| soit minimum 
sous les conditions P-,;=o et Pjr= o. Mais, d'autre part, on s'assure facilement 
que, si pour la figure d'équilibre considérée les conditions 

sont remplies (ce qui est nécessaire, comme nous savons, pour la possibilité 
du minimum de H ou II|), IIi ne peut être minimum sous les conditions Pa?= o 
et P j = o, ne l'étant pas sans ces conditions-là. Pour s'en convaincre, il suffit 
seulement de remarquer que l'on peut passer de chaque figure d'équilibre à toute 
autre figure du liquide, satisfaisant aux conditions (i), au moyen des deux pro- 
cédés suivants : 1° déformation de la surface du liquide sous les conditions Pa;= o 
et Pj= o; et 2" rotation de toute la masse liquide, comme un corps solide, autour 
d'un axe perpendiculaire à l'axe des :;. 

En vertu de ce que l'on vient de démontrer, dans tous les cas où ne sera donnée 
aucune dépendance entre la déformation de la surface du liquide sous les con- 
ditions Pj;= o et P^^ o et sa rotation autour d'un axe perpendiculaire à l'axe 
des z, la recherche des conditions de minimum de 11 sera équivalente à celle de 
minimum de IIi (' ). 

Nous finissons par là les raisonnements généraux et nous arrivons à l'étude de 
la stabilité des figures ellipsoïdales d'équilibre. Nous commencerons par le cas le 
plus simple, celui de la sphère considérée comme figure d'équilibre. Bien que, 
dans ce cas, le problème ne présente rien de nouveau, et qu'il ne soit d'ailleurs 
qu'un cas particulier du problème de la stabilité des ellipsoïdes de révolution, il 
n'est pas moins opportun de commencer par le résoudre d'une manière indépen- 
dante, en vue de montrer comment le problème se complique, quand on passe de 
la sphère aux ellipsoïdes de révolution, et de ces derniers aux ellipsoïdes à trois 
axes. 



CHAPITRE II. 

LA STABILITÉ DE LA SPHÈRE. 



9. Le seul cas connu jusqu'à présent, dans lequel un liquide, sous l'action des 
attractions mutuelles entre ses éléments, peut se trouver en équilibre, est celui 

(*) En utilisant cette remarque, on pourrait simplifier considérablement la démonstration 
du théorème fondamental. 
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pondant au passage à la nouvelle figure d'équilibre, nous obtiendrons encore 

(38) s^ii=^^^{djy. 



On voit par là que si, dans le passage de la figure d' équilibre considérée à 
une figure infiniment voisine, le moment dHnertie relatif à Vaxe de rotation 
et le moment des quantités de mouK^ement varient dans un même sens, la 
seconde variation de II sera positive pour les déplacements considérés. 

On sait que, pour les ellipsoïdes de révolution dont l'exeentricité ne dépasse 
pas une certaine limite 0,93. . ., le moment d'inertie, et par conséquent aussi le 
moment des quantités de mouvement, croissent quand la vitesse angulaire croît, 
et que, pour des excentricités supérieures, ils décroissent tous les deux quand cette 
vitesse croît. On sait aussi que, pour les ellipsoïdes à trois axes, le moment des 
quantités de mouvement, et par conséquent aussi le moment d'inertie, décroissent 
constamment, quand la vitesse angulaire croît. On voit par là que, pour tous les 
ellipsoïdes qui peuvent être des figures d'équilibre, la seconde variation de II est 
positive pour les déplacements considérés. 

D'après ce que Ton vient de dire, on voit déjà la portée du terme Q dans la 
formule (27) : le second membre de l'égalité (Sy) est négatif pour tous les ellip- 
soïdes à trois axes et pour les ellipsoïdes de révolution dont les excentricités 
fî! sont supérieures à 0,93.. ., tandis que la formule (38) est toujours positive. 

i' En ce qui concerne le terme W, qui, comme nous l'avons vu, ne peut avoir 

pour nous aucune utilité, nous le laisserons de côté, et partout nous considérerons 
seulement l'expression 



(89) â»ni=:â-n- W, 

dans laquelle le premier membre représente la seconde variation de 



"'^K'^-/'^''^) ^'>- 



En terminant remarquons que le théorème démontré, relativement à la possi- 
bilité de remplacer la recherche du signe de S'-^ Il parla recherche du signe de S^IIi, 
est contenu, comme cas particulier, dans un autre plus général, sur lequel nous 
désirons maintenant appeler l'attention. 

De l'égalité 

"-"^■^2 s: i) ' 

(*) Gomme plus loin S^ et Sj. ne se rencontreront point dans nos formules, nous écri- 
rons S au lieu de S^ 
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011 il conserve ]a figure d'une sphère. Examinons la stabilité de celle figure 
d'équilibre. 

Soit R le rayon de la sphère. 

Comme dans le cas considéré co = o, et par conséquent 

la formule (27) se réduit à la suivante 

Introduisons, pour les points de la surface de la sphère, les coordonnées sphé- 
riques, en posant 

a: ^RsinScos^», j = R sinôsinJ^, :; = Rcos0. 

En considérant ensuite on comme une fonction de 8 et i, supposons-la telle que 
Ton ait le développement 



/n = 00 



a«=2 Y„.(9,<j/), 



m = 



011 Y,„(8, •}) est une fonction sphérique de 9 et ^ d'ordre m, la série du second 
membre étant uniformément convergente pour toutes les valeurs de 9 comprises 
entre les limites o et ii, et pour toutes les valeurs de A comprises entre o et 27:(* ). 
Or, en tenant compte des conditions (23) et (24), on trouve 

Yo(0,^) = o et Yi(0,^) = o. 



(*) C'est une restriction dont on peut aujourd'hui s'affranchir; car, d'après une proposi- 
tion générale sur les fonctions sphériques que l'auteur a obtenue il y a sept ans, la formule 
<léfinitive, cell"e (9>), si l'on entend par les Y,,, leurs expressions connues au moyen des inté- 
grales définies renfermant la fonction on, ne dépend nullement de la possibilité du dévelop- 
pement de cette fonction en une série de la forme considérée. Pour la validité de cette 
formule, il suffit que 8/1 soit une fonction intégrable sur la surface de la sphère. La même 
remarque s'applique à des formules analogues que l'on rencontrera plus loin, dans l'élude 
«le la stabilité des ellipsoïdes. Pour ce qui concerne les détails, nous renverrons au Mémoire 
de M. Stekloff : Sur certaines égalités générales communes à plusieurs séries de fonc- 
tions employées dans l'Analyse (Mémoires de l'Académie des Sciences de Saint-Péters- 
bourg, 8* série, t. \V). L'avant-dernier numéro de ce Mémoire est consacré précisément 
au problème dont il s'agit ici. L. 
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Nous aurons donc 



m s « 



6n='^Y„.{9,^), 



//t =i 



et à l^aide de cette expression de on, nous trouvons 



m 



f(Sn)*ds^ ^f{\„yds, 



m = i 



Si nous nous servons ensuite de la formule connue 






nous parviendrons à celle-ci : 



dnSn'dsds' 



//2^^^=;^=w.27:^/(v.)'^>. 



m = t 



Par suite, la formule (i) prend finalement la forme suivante : 



m = « 



(.) ô.n=.|./pR>^i^/(Y„,)'rf.. 



m = l 



Or cette expression ne peut prendre de valeurs négatives et ne peut évidem- 
ment s^annuler, si tous les on ne sont pas simultanément nuls. 

Nous voyons donc que la sphère est unejigurc d'équilibre stable (*). 



(*) Ce résultat a été trouvé, entre autres, par A. Giesen, dans son Mémoire Ueber die 
Stabilitdt des Gleichgewichtes einer nur der Gravitation unterworfenen Flûssigkeitj 
inséré dans le Jahresbericht ûber die hôhere Schule in Opladen de 1 872-1 873. Il l'obtient 
comme cas particulier de la solution du problème de la stabilité de l'équilibre d*un liquide 
sur un noyau solide de forme spbérique. 
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CHAPITRE m. 

LV STABILITÉ DES ELLIPSOÏDES DE RÉVOLUTION 



10. C'esl Newton qui énonça, dans ses Philosophiae naluralis principia ma- 
(hcmaticciy le théorème qu'un liquide animé d'un mouvement de rotation, dont les 
molécules s'attirent réciproquement en raison inverse du carré des distances, peut 
conserver la forme d'un ellipsoïde de révolution. Ce théorème fut ensuite démon- 
tré par Clairaut (') et par Maclaurin (2). Mais Tétude détaillée de ce cas d'équi- 
libre n'a été faite que par Laplace ('), et ensuite par Meyer (*). Les résultats de 
ces recherches sont, comme on sait, les suivants : 

Les ellipsoïdes de révolution allongés ne peuvent ôtre des figures d'équilibre. 
Au contraire, tout ellipsoïde de révolution planétaire peut être une figure d'équi- 
libre d'un liquide tournant autour de son axe de révolution. D'ailleurs, à chaque 
moment des quantités de mouvement correspond toujours un ellipsoïde de révolu- 
lion et un seul. D'autre part, à toute vitesse angulaire inférieure à une certaine 

limite y/^Tî/p y/u,2'24(>. . . , correspondent deux ellipsoïdes, Texcentricilé de l'^n 
d'eux étant inférieure, et Texcentricité de l'autre supérieure à 0,98. ... Quand la 
vitesse angulaire est égale à cette limite, les deux ellipsoïdes se confondent, et, 
|)Our des vitesses angulaires supérieures, les figures ellipsoïdales d'équilibre ne 
sont pas possibles. Si l'on fait croître le moment des quantités de mouvement de 
zéro à l'infini, l'excentricité croît de zéro à i , et la vitesse angulaire d'abord croît 
de zéro à son maximum, puis diminue pour redevenir nulle. 

Comme nous verrons plus loin, l'excentricité 0,8126... aura pour nous une 
importance particulière; c'est pour elle, comme Ton sait, que les ellipsoïdes de 
révolution passent aux figures ellipsoïdales d'équilibre à trois axes inégaux décou- 
vertes par Jacobi. 

Nous prendrons l'équation de l'elïîpsoïde sous la forme 



// 



T- 



(») PlùL Trans.y 1737. — CLAinAUT, Théorie de la figure de la terre, Paris, 1743 ou 
1808. 
(') Maclal'hin, Traité des fluxions j Hv. I, chap. XIV. 
(3) Laplack, Traité de Mécanique céleste, liv. III, chap. III. 
(*) C.-O. Mkver, De Aequilihrii forniis Ellipsoidicis [Crelle's J., Bd. 2i (1842)]. 
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en supposante et a positifs. Alors la condition pour que cet ellipsoïde soit une 
figure d'équilibre, correspondant à une vitesse angulaire w ou à un moment des 
quantités de mouvement Jp, s^exprimera de la manière suivante 

1 4 

(') ^7^="^^"^ __=,(3X*-4-i)X;,rccol).-3).S 

où arccotX est supposé ne |)as sortir des limites o et -? ce que nous supposerons 

«a 

toujours dans la suite, en nous servant du symbole arc cotX pour), positif. L'étude 
de Téquation (i) conduit a tous les résultats énoncés plus haut. 

Avant de passer à la recherche de la stabilité de ces ellipsoïdes, nous croyons 
nécessaire d'attirer l'attention sur certaines propriétés des fonctions sphériques, 
dont nous nous servirons. 



11. Nous nous servirons des notations V'i'(x), Q'J^(x) de Heine, pour ce qu'il 
appelle Zugeordnete Kugclfunctionen de première* et de seconde espèce. Mais 
nous aurons aussi alTaire à des fonctions à argument imaginaire de la forme x = /a, 

où / =\/ — I , et, pour plus de commodité, nous introduirons encore les notations : 

(-0"'Pr(a)=.-/)i"(X) et {<)"'^'Qa'('^)=7*(^). 

en faisant des conventions relatives aux signes, comme on le verra d'après les 
formules citées ci-dessous. 

Avant tout, nous allons indiquer quelques expressions de ces fonctions. 

En supposant toujours A' = /?î, nous pouvons les exprimera l'aide d'intégrales 
définies de la manière suivante : 

Pl'0<)= — rc2/?i-hi) j (v/>'M-icoso4-).) cosA-9.y? ('). 

ql^(l)=\^ r rT' !; ^ / V>74^cos9->.y"cosA'cp^o ('). 



"I 



Puis, d'après la formule connue, 

(3) P2' (.r) zz: ^^ '^—^ (x'- ly ^ j rr-^ ('), 



(') IIkink, Uandbuch der Ka^elfunctionen, i. Bd. (2*^ édition, 1878), p. 207. 
(*) Ibid., p. 'nt\, 
(3) Ibid.y p. 9.02, 20G. 
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'i; 



■A 



f 



nous aurons 



(4) 



/>2'(À)-^ 



r(w — A'-f-i) 
r ( 2 WA -H I ) 



(^^4-1) 






En remarquanl ensuite que les fondions pTO^) ^t çTO^) sont des solutions 
particulières de Tcqualion diflerenliclle 



(5) 






t[(''-^')S] -["'('" ^')-XiT7]" = *» ('>' 



nous obtenons, pour la fonction (^/TO*)'» l'expression suivante : 



(6) 



q'^{i)=i^m + i)p:'a)f 



dl 



X [K'(>^ )?(>•' + >) 



Nous appellerons Tattention sur cette circonstance qu'indiquent les for- 
mules (4) et (6) que, pour À >> o, ce que nous supposerons partout dans la suite, 
les fonctions pTO-) et qTQ^) conservent des valeurs positives, la première ne 
s'annulant, en outre, jamais et la seconde s'annulant seulement pour X = oo . 

JNous indiquerons encore les expressions des fonctions />!" et q'" sous forme de 
séries hypergéométriques. Si nous introduisons Texcentricité de l'ellipsoïde (a), 






\\ 



1 ; 



£ =: 



nous obtiendrons 



v^ 



p'l!a) = z-"> F 



; /_ »* + /.• _ 



m — /• 



- '-^- ••) <•)• 



y2'(>) = £'"'^'F 



, / //i H- /»• H- I /?i — /c -h I 2 ni -f- 3 



( 



2 



> £ 



■)• 



On peut tirer de là le produit/?!" ci" sous forme de série hypergéomélriquc du se- 
cond ordre. Pour cela, nous nous servirons d'un résultat des reclierches de Clau- 

sen (•'), qui a démontré que, si y = a+^-i-2, a-|-a'=^, ^4-^'=^ et 
Y -f- y'= -i, on a 

F(a, ;3, y, X) F(a', (3', /, x) ^ F( ', i ^ « _ j3, J - « -+- [3; y, 2 - y, o^). 
iNous trouvons ainsi 



(7) 



pt{l) qT{l) = t F (I, i - k, i + A; i - m, \ + m, £»). 



f ') IIkine, Handbuch der KugeJfunctlonen^ i. Bd. (2* édiliun, 1878), p. 216. 

( «) Ibid., p. 218. 

(^) Glalskn, Beitrag zur Théorie der Heilien {Crelle's, /., Bd. III). 
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Si nous introduisons, à la place des variables x^y^ g, les variables )., et i, à 
Taîde des équations 



(8) .r =1 «v^/.^-i- I sin5 cos^, y = aV^À--t- i sin^siii'^, wi^aXcosû" 

( nous supposerons toujours que 6 est compris entre les limites o et ?:, cl ^ entre 
o et i«7:), Tëquation de Laplacc 

, . à^u (Pu à^ u 

se transforme dans la suivante 

En tenant compte de l'équation dinerentielle connue des fonctions sphériques, 
on démontre facilement que Téquation (lo) est satisfaite par les fonctions 

OÙ c'I' et 5l" sont des constantes et CJJ*(6, 4), S]J'(Ô, ^) les notations abrégées, dont 
nous nous servirons dans la suite pour désigner les fonctions 

P2'(cos<?)cosA-^, Pi"(cos0)sinX'^. 

Nous voyons ainsi que les transformées des fonctions (i i) pour les variables Wj 
y, z satisfont à l'équation (9). 

On peut démontrer que la transformée de la première des fonctions (11) est 
une fonction entière de degré m de x,^, :;. Pour cela, il suffit évidemment de 
montrer que la transformée de l'expression 

F = PmO^) [Q'(^. ^) -^ « Sr (^, ^)] = Pk{'^) Pr (cosô) (costj. -^ i^ïn^y 

est une telle fonction. Or, en posant cos9==/jji, nous trouvons, d'après les for- 
mules (3), (4) et (8), 



L r(2m H-i) J a^ ^ ^ ' 



dl"'^^ d[k"'^'' 



En supposant d'abord que ni -f- A' est un nombre pair, on voit que 



4() 



A. LIAPOL'NOFF. 



est une fonction entière s^mélrique de degré m — k de a' et jjl-, racines de l'ëqiia- 
lion c|uadratique en \ 



x^ 



l 






!■*' 



et, en outre, une fonction entière de degré de V-; par conséquent, d'après 

Mil ^"^^ X' 

un théorème connu d'Algèbre, une fonction entière de degré de a:--f-^'- 

et z'-. Si, au contraire, m -h A* est un nombre impair, l'expression (12) est égale 
au produit de Àjx = — . par une fonction entière symétrique de degré m — A* — 1 

de X- et jjL-, et de degré par rapport à À- ; ce sera donc le produit de :; 

par une fonction entière de degré ^ en X'-{-J''' et z'-. 

Dans les deux cas, on trouve que F est une fonction entière de degré m 
de x^ y^ z^ et, par suite, la proposition est démontrée. 

En considérant j:, j)^, z comme des coordonnées rectangulaires, et en nous ba- 
sant sur ce qui vient d'être démontré, nous pouvons établir les formules sui- 
vantes : 



(i3) 









oîi l'intégration s'étend ù toute la surface de l'ellipsoïde auquel correspond 
A = ).o, et où l'on a posé 



(i4) 



H2' ( Ô, -j. ) = c'a Ci" ( 0. 4/ ) 4- .vi" Si" ( 9, 4< ). 



Nous remarquons, pour cela, que le premier membre de Tégalité (i3) est la 
fonction potentielle d'une couche répandue sur la surface de l'ellipsoïde ()vo) avec 
la densité 



v/>: 



JH-COS*0 



Par suite, d'après un théorème bien connu, il nous suffit de démontrer que le 
second membre de l'égalité (i3), que nous désignerons par w, satisfait aux condi- 
tions suivantes : 

r* u reste partout une fonction continue et uniforme de x^ y^ z\ 

2" Tant que le point (x,^, -g) ne se trouve pas sur la surface de l'ellipsoïde (Aq), 

dn .du r)ii j t> . . .- , . ^ . 

-,— > -j- % -T— sont des fonctions continues et unilorines de x, y^ z, et u satisfait 
(/«^ dy uz 

à l'équation de Laplace ; 
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3" Au passage à Iravers celle surface, -y- éprouve une disconlinuilédélerminée 
par réfiualion 

à ni ôn^ v^XJ-hCOS^o' 

dans laquelle ni et tic sont les dircclions de la normale inlérieure et de la normale 
extérieure, et w/, Ue désignent les expressions de // correspondant respeclivcmenl 
à ). < Ao et )v>)vo ; 

4" xu^yu^ z u, x'^ -j— j J'-T- ^ ^'7^ restent partout finis. 

D'après ce qui a élé démontre, nous concluons tout de suite que, pour A<^ Ao, 
les conditions i", 2° et 4° sont satisfaites, et qu'elles le sont aussi pour a > Ao*, 
ceci résulte de la formule (6) qui montre qu'en premier lieu les fonctions 

).,nX) et x.^> 

tendent, pour A = oc, vers des limites déterminées, et qu'en second lieu Uc est le 
produit d'une fonclion entière de x^ y^ z par la fonction 

laquelle, aussi bien que ses dérivées par rapport à x^y^ z^ sont des fonctions 
continues et uniformes de x^y^ z. 

Enfin, à l'aide de la même formule (6), on démontre facilement que // satis- 
l'uit à la condition 3". 

Les formules (i3) ne présentent, d'ailleurs, rien de nouveau; on peut trouver, 
par exemple, dans Liouville, des formules semblables, dans lesquelles entrent des 
fonctions sphériques à arguments réels (*). 

Tout ce qui a été exposé jusqu'ici nous servira pour obtenir l'expression défi- 
nitive de la variation seconde de IIi, et nous démontrerons, dans le numéro sui- 
vant, les théorèmes sur lesquels sera basée la reclierclie du signe de cette varia- 
lion. 

12. Nous allons démontrer maintenant les propriétés suivantes des fonctions 
Lemme. — Siy pour n^m^ tes nombres n — s et m — k sont de même parité, 



(*) Liouville, Lettres sur diverses questions d'Analyse et de Physique mathématique 
(deuxième Lettre) (7. de Liouville, t. \I, i846, p. 9J)i). 
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et si, en outre, «* 4- « 4- A-^ /m- -i- m -t- *■, le rapport 

p^'â) 

croily quand A crotl. 

Il se comprend de soi-même que le cas de n = m eis =: A* doit être exclu. 
Pour la démonslralion, remarquons, en premier lieu, que le signe de la dérivée 

esl le même que celui de l'expression 

et, en second lieu, que celle expression s'annule toujours pour A = o, aussitôt 
que n — s et m — k sont des nombres de même parité. Or, par suite de celte 
dernière circonstance, l'équalion (5) conduit à régalilé suivante 

dont le second membre est positif dans les conditions énoncées. 
Notre lemme est ainsi démontré. 

Corollaire I, — Si A* — s est un nombre pair positif, le rapporl - ^^> -■ croît, 
quand A croit. 

Corollaire IL — Si n — m est un nombre pair positif, le rapport ^-^^- croît, 

Pk ('0 
quand A croît. 

Corollaire /II, — Pour n > m^ le rapport ^-^-^— croît, quand X croît. 
D'après cela, nous pouvons démontrer les théorèmes suivants : 

Ïhf.orème l. — Le produit F'^O^) 7i"('0 <^^ott, quand k croit de deux 

unités, et décroît quand m croit de deux unités, 

Thkorèmf. II. — Le produit -^ />m-«i(^) ^Z-(sQ^) décroît, quand ni croit. 
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Jl suffit, pour démontrer ces théorèmes, de remarquer que la formule (6) con- 
duit à Tégalité suivante : 

(''>) — ^- — PkO^)ql-0^) ^— p': 0') q" 0') 






'/ c/cx 



\ a*-+-i 



car cette égalité, en vertu des corollaires I et II de notre lemme, conduit immé- 
diatement au théorème I et, en vertu du corollaire III, au théorème II. 
Nous appellerons encore l'attention sur le théorème suivant : 

Théorème III. — Si n — s est un nombre impair, pour /i > 1 , la différcnw 

ïpia)qia)-^^^^p'ja)q's'a) 

reste toujours positive {en ne s^ annulant que pour X == o e/ ). = 00). 

I£n remarquant que toutes les conditions qui ont été énoncées pour formuler 
le lemme sont satisfaites dans le cas considéré, Tégalité (1 5) démontre ce théorème. 
Revenons maintenant à notre |)roblème. 

13. Pour les points de la surface de Tellipsoïde ()v), qui représente une figure 
d'équilibre donnée, introduisons les coordonnées 9 et ^ à l'aide des équations (S). 

Avec ces coordonnées, l'élément de surface de l'ellipsoïde s'exprime, comme 
<m sait, de la manière suivante : 



ds — a^ v^X=* -h I /ÎTTcôs^ sin dS d^. 

Donc, si Ton représente Texpression y/X^-f- cos^O o/î sous forme de série de 
fonctions sphériques de 8 et ^, pour que les conditions (23) et (24) du Cha- 
pitre I puissent être satisfaites, cette série ne doit pas contenir de fonction sphé- 
rique d'ordre nul, ni du premier ordre. 

Posons, par suite. 



l v^À'+cos'Ô on - 2 Y,„ ( (?, I) , 



A =/« 



Y„,(9,(J;)=2H'7(9,4/), 



k = 



où IlJi''(8, '}) est défini par la formule (i4)- 
Fac, de 7*., 2* S., VI. 
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On sait qu'en vertu de la condition d'équilibre 

^- =Av/>*H-cos»^, 
an 

où A est une quantité ne dépendant ni de 8, ni de i^. Pour la déterminer, nous 

poserons 8 = 0, par suite de quoi -y- deviendra l'accélération de la pesanteur 

observée sur la surface de Fellipsoïde au pôle. Cette accélération étant, comme 
on sait, égale à 

^r,fpa {}}-+■ i)X(i — XarccolX), 

nous trouvons ainsi 



on 



z= [\T.fpa\JV-\- 1\{\ — Xarccot}.) V'^'-l- cos*^. 



iXous obtenons par suite, d'après les formules (16), 



m — 96 A" — «I 



r^(o/j)*^5 = 47:/pa'(X5-hi)X(i— XarccotX) V ^ Alli")'^?, 



M=il A = 



où dfj = s'inh cPi d'I est l'élément de surface de la sphère de rayon i, sur laquelle 
est effectuée l'intégration. 

Puis, d'après les formules (16) et (i3), nous trouvons 



w =. » k ^fn 



//^^i^^=4.«'a'^.)2 l'^ë^f^''-^^''- 



m -1 A = 



A Talde de ces expressions, les formules ('-^7) et (3()) du Chapitre 1 donnent 



tn=.ta A = /w 



(.7) ô'n,=4-/p«'(>^'+')2 ^'^TfaiTY^a + a, 

m = i A = a 
où 

(18) Tyr^X(i->.arccot>.)- -^^^*^^^^^^'^^^ 

ce qui, comme on le voit d'après les formules (2), peut être également présenté 
sous la forme 

(•9) *A ^ -;:—-. — 



O 2ni -r- l 
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En remarquant en outre que 



/ 






el 

nous trouvons, d'aprc^s la formule (28) du Chapitre I, 

La formule (17) montre que le signe de la variation seconde de FI, dépend 
essentiellement des signes des expressions Tj^, à la recherche desquels nous 
devons par conséquent en venir maintenant. 

14. Comme les expressions des TJ^" renfermées dans la formule (17) correspon- 
dent à /w>i, on voit, par la formule (19), que, pour k et m de parité difTé- 
renle, tous ces Tjf* représentent, d'après le Théorème III, des quantités qui 
restent toujours positives. Par conséquent, en supposant dans la suite /w >> 1 , 
nous supposerons que k et m sont des nombres de même parité. 

Les Théorèmes I et II conduisent aux inégalités suivantes 

Tf > Tr,, et t;;; > i\ , 

où le signe de l'égalité ne se rapporte qu'au cas de m = 2. On voit par là que 
tant que Tij^o, tous les TjJ* conservent des valeurs positives. Tout aboutit 
ainsi à la recherche de l'expression de T^. 
Nous trouvons facilement, par les formules (2), 

(21) TÎ = H^(>3-i-3X')-(3-M4>v'-f-3X*)arccolX]. 

Pour obtenir Tallure générale de cette fonction, posons 

_ 8T; _ X(i3-i-3r-) _ 

" ~ 3 -+- ,4A:»-t- 3X* "" -h i4/'4- 3>.* arc col/, 

d'où 

du _ ,6(3-i-X*)(i — X') 



dl (i-hX^)(3 4-i4X»-+-3X*)« 



On voit par là que u croît quand X varie de o à i, que cette fonction atteint 
son maximum pourX= i, et qu'elle diminue constamment par un accroissement 



02 
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nllériciir de X. D^ailleurs, pour X =0 el pour X = oc, on a rcspecliveinent 






7: 

2 



et 



// = o. 



Tout ceci conduit à la conclusion que Téquation 



(22) 



rj = o 



n'a qu'une seule racine posilive, qui esl inférieure à 1; quand X est supérieur 
à celle racine, T^ >> o, el quand X lui est inférieur, ï^ <C o. 

Il esl à remarquer que l'équation (22) est une équation connue, qui définit un 
ellipsoïde de révolution avec lequel se confond Tellipsoïde à trois axes de Jacobi, 
pour la limite supérieure de la vitesse angulaire. L'excentricité de cet ellipsoïde esl 
éj^iile, comme on sait, à 0,8126. . . , et la racine de l'équation (22) esl 0,717. ••('). 

Nous voyons ainsi que tant que X>> 0,717. • • ? 'si variation seconde de fli reste 
posilive, et ne peut s'annuler si tous les on ne sont pas nuls à la fois. 

Nous obtenons donc le résultat suivant : 

Dans le cas général {c^ est-à-dire si Von nHmpose aucune condition pour 
tes troubles), les ellipsoïdes de révolution sont des figures d'équilibre stables, 
tant que leurs excentricités sont inférieures à celle de l'ellipsoïde de révo- 
lution de Jacobi, c'est-à-dire à 0,8126. . . . 

En ce qui concerne ce dernier ellipsoïde de révolution, il esl nécessaire, pour 
Tétude de sa stabilité, de recourir aux variations d'ordres supérieurs de II 
(voir Chap. VI). 

io. A chaque couple de valeurs de m el A" correspond un système de déplace- 
ments dépendant de deux constantes arbitraires cj^* et s'^^ si k ]> o, et d'une seule 
si k = o. Si l'on parvenait à exclure ceux de ces déplacements qui correspondent 
d A' = m , k r=: m — 2, . . . , k = /n — 2/, ou bien ceux qui correspondent à /// = 2, 
m = 3, ..., m = M, les limites des ellipsoïdes stables s'élargiraient, el nous 
verrons en eflTeL plus loin qu'on peut exclure certains systèmes de déplacements. 
La question se pose d'ailleurs de savoir s'il est possible, par élimination succes- 
sive d'un nombre fini de systèmes de déplacements, d'arriver à ce que tous les 
ellipsoïdes de révolution deviennent des figures d'cquilibre stables. 



( *) Meyer trouve ^ = i,3946(Crtf//e'5 7., Bd. XXIV). Du reste la substitution dans l'expres- 
sion (21) fait voir que 0,717 < X < 0,7171 . Il faut remarquer qu'en s'arrétant, dans la valeur 
de rexccnlricilé, à la quatrième décimale, on doit prendre £ = 0,8127. 
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Dans celle vue, nous en venons maînlenanl à nne élude plus délailléc des 
expressions que nous avons désig^nées par Tj|[*. Celle étude est égalemenl impor- 
lanle sous cel autre rapport, que les expressions TjJ* se renconlrenl dans le pro- 
blème des figures d^éqnilibre diflféranl infinimenl peu des formes ellipsoïdales, 
(|ueslion qui présente un très grand intérêt, non seulement à cause de son impor- 
l:mce physique, mais aussi en raison de la difficulté de son analyse ('). 

Mous avons vu que la fonction T!j s^anniile seulement pour une seule valeur 
finie positive de X. Nous allons montrer maintenant que la même cliose a lieu pour 
clia<|ue T]|J', si m > i et si m — k est un nombre pair. 

Nous commencerons par la recherche de ï^", que Ton peut effectuer par le 
même procédé qui a servi à la recherche de Tij. 

Posons 



(33) t = ^-^^^^i^ = M,-iavccoa) = ^ 




arcsin£ 



où arcsin£ est compris entre o et—, et introduisons Tabréviation suivante 

*^ 2 

rt(a 4- i)... (a -h m — i ) = [a, m], 

on convenant que [a, o] représente i . 

Nous trouvons par suite, d'après les formules (7) et (18), 

T'" — / _ ^ V l.?'^'1 ^"' 

'"'"' 2^ [i,«] «4-/;, -+-i' 

/i=0 

ce qui peut être présenté aussi sous la forme 



En posant maintenant 



Ttn — C-Î//I C 



(1) Sous une forme particulière, cette question a été traitée par Legendre, qui a montré 
qu'un ellipsoïde de révolution très peu comprimé est la seule figure d'équilibre qui diffère 
très peu de la sphère. \Voir Lkgkndrk, Recherches sur la figure des Planètes (Histoire de 
l'Académie royale des Sciences, An. MDGCLXXXIV.)] — Sous une autre forme particulière, 
se rapportant à la vitesse angulaire limite pour les ellipsoïdes, la question a été soulevée 
par Tchebychef. Bien qu'elle ait un lien très étroit avec le problème que nous étudions, il 
nous est néanmoins impossible d'entrer dans aucun détail à son sujet, parce que cela nous 
entraînerait trop loin. 
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nous ol)lcnons 



de 



(lommc la fonction 



— - =2 //le""-' 



m 



— £■ 




V 



/n: 



arc SUIS i. 



v^ 



— arc sine 



reste positive pour toute valeur positive de s ne dépassant pas i , on voit 
par là que tant que s croît de o à i / j la fonction S^ croît aussi; pour 

> elle atteint son maximum, et, pour un accroissement ultérieur 



■=v/ 



m — 1 



de £ jusqu'à i, elle décroît constamment. En remarquant en outre que, pour 
£ := o et s = I , on a respectivement 

1 .3.5. , .(2m — i) Tt 



S.„ =r o 



'/« 



et 



^ni 



m 



2 . A . 6 . . . 2 //l 



- > 
2 



nous arrivons à la conclusion suivante : si T^ est considéré comme une fonction 
de Bj Téqualion 



(25) 



T'" = o 



il 



a toujours une racine entre les limites i / et i, et, à part zéro, c'est sa 

racine unique entre o et i. Tant que e est compris entre o et cette racine, T^" >> o 
et, quand e est compris entre cette racine et i, TJJJ <; o. Le théorème II conduit 
ensuite à la conclusion que cette racine est une fonction croissante de m, 
et l'on voit qu'elle a pour limite i , pour m = oo. 

Si T"\ est exprimé en fonction de X, l'équation (25) n'a qu'une seule racine finie 

; quand X positif lui est inférieur, 



positive, qui est comprise entre o et -^= 

\Jni — I 

T'JJ < o et, quand \ fini lui est supérieur, TJ^>>o. On voit que cela renferme, 
comme cas particulier, le résultat obtenu au n" 14 à l'égard de T^. 

Revenons maintenant à Télude de l'expression générale de T]jJ'. 

En posant 



(20) 



[{ — Â, /i] [|-l- A-, /f] _ [A— /t H-^, 2/l] _ 



[7 — //i, n\ [{-+-//«, /*] [//i — /i -h Y, 2/i] 



= y-nt 



nous trouvons, d'après la formule (7), 



/f = oe 



K'(>-)7r(>)=£2 



im 



im 



n = Q 



±_ [i^] 

H- 2/i -h I [l. /i] 






» . 
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d'où, d'après la formule (19), 



n=: 



On peut montrer que a„ est une quantité qui ne dépasse pas 1 en valeur 
numérique et que, en outre, 

2/1 — I 



^ > 

«/i ^ ; — » 

2/t -h I 



011 le signe de l'égalité convient au cas de m =: i et k = o, ou au cas de n = o. 
Nous devons pour cela considérer trois cas : 1° n^k^ 2° /k<Cn'^ni et 3" n'^nt. 
Dans le premier cas, la formule (26) donne 

o<a„^i, 

où le signe de l'égalité ne peut avoir lieu que pour k = m. 

Dans le second cas, on peut donner à la formule (26) la forme suivante : 

" ^ ' [m — « 4- j, /i — A] [m — A -H- ^, /i -h AJ 
d'où 

Comme, dans le cas considéré, le second membre de la seconde inégalité est 
une fonction croissante de A*, sa plus grande valeur pour n — A* positif et impair 

est -, > ce qui, pour /i > o, représente une quantité positive, ne dépassant 

pas • On a donc, dans ce cas, 

' 2/i -f- I 

2/1 — I ^ 

2/i -+-I 

OÙ le signe de l'égalité répond au cas où m = /i = i , A* = o. 

Enfin, dans le troisième cas, en présentant la formule (26) sous la forme 

«--^ '^ [n--k-^{,m-^ky 
nous concluons 

et 

/i ^ m 4- j 
/< -1- m — \ 
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OÙ, sauf le cas de m =o, 






À. 



•' 



// — /w -h { ^ 2 // — I 
/* -h m — J ~ y /* -h I 

Or, pour m = o, on a A* = o et par conséquent a«=:i. Donc, dans ce troi- 
sième cas nous obtenons 

2 /* — I < ^ 

où les signes d'égalité se rapportent, soit au cas de m = i , /r = o, soit au cas 
de /i =z m, 

La proposition est donc démontrée. 

Nous concluons de là 

2n — I a„ ^in — i lini — i ) 

_l- 1 f; . i . 

(2/i-l-i)(îi/t-i-3) 2/^-|-2/?^-hl ~2/e-f-i (2/i-H3)(2/i-f-2m-|-i) 
Nous remarquons en outre que, pour m = o. 



2/1 — I OLn 



(2/l-t-l)(2/l-|-3) 2/lH-2/?l-|-I 2/l-f-3 

On voit parla que la somme figurant dans la formule (27) ne renferme point de 
termes négatifs. Par suite, -T]J*est une fonction décroissante de e. Mais, pour 

£ = o, elle devient 77-; ^j et pour s = i elle se réduit à — ^ — -y ce 

3(2/?n-i) ^ 2m-hi 

qui est une quantité négative, si m — k est un nombre pair, et zéro, si m — k est 
impair (' ). 

Nous déduisons de là que, pour m > i et m — k pair, Féquation 

a toujours une racine différente de zéro comprise entre o et 1, et d'ailleurs une 
seule; que, pour s compris entre zéro et celte racine, TJ^'> o et, pour e' compris 
entre celte racine et 1, TjJ*<^o. En vertu du théorème I, cette racine croîl, 
k étant constant, lorsque m croît de deux unités, et, pour m constant, lorsque 



(*) Nous trouvons, d'après les formules du n° II, 

p'k{o)gk(o) __ 1 H- (— I )'»+'' _n__ n m-^ k-\-i)V{m- / -h i) 



i; 
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k diminue de deux unités. En oulre, en remarquant que 

nous concluons que cette racine a pour limite i, pour m = cc. Nous ajouterons 
que, en vertu du théorème II, pour o* pair, la racine de Téquation 

^m-a — ^ 

est une fonction croissante de m, qui a pour limite i, pour m = oo. 

En ce qui concerne le cas de m — k impair, nous retrouvons le théorème III. 

Remarquons que les théorèmes I et II du n° 12 ne sont que des cas particu- 
liers d'un théorème plus général, que nous n'avons pas indiqué, d'abord parce 
qu'il ne se distingue pas par la même simplicité et, en second lieu, parce qu'il 
n'a pas, pour notre objet principal, de l'importance. Maintenant, pour compléter 
l'étude des fonctions ÏJf*, nous allons l'énoncer sous une forme géométrique. 

En prenant m pour l'abscisse et /c pour l'ordonnée d'un point du plan, dans un 

système de coordonnées rectangulaires, considérons l'ensemble des points définis 

par les conditions 

m — /'^o, A* = o, 

m et k étant des nombres entiers toujours de même parité, ou toujours de parités 
différentes. 

Menons, par l'origine des coordonnées, la bissectrice de l'angle compris entre 
les directions positives des axes des abscisses et des ordonnées, et appelons la 
partie de la bissectrice, dont les points ont des abscisses positives, sdi partie posi^ 
tive. Cela posé, les points considérés ne pourront être situés que sur la partie 
positive de l'axe des abscisses, sur la partie positive de la bissectrice et dans la 
partie du plan comprise entre elles. Par l'un quelconque de ces points (/W|, kx)y 
menons une droite parallèle à l'axe des ordonnées, jusqu'à l'intersection avec Taxe 
des abscisses d'un côté, et avec la bissectrice de l'autre, et une branche d'hyper- 
bole équilatcre, dont l'axe réel coïncide avec l'axe des abscisses et le centre 
soit au point ( — ^, o). Par cette construction, la partie considérée du plan se 
partagera, en général, en quatre parties : en trois parties entièrement délimitées, 
et une partie qui s'étend à l'infini. Nous désignerons cette dernière par A, et la 
partie entièrement délimitée qui ne lui est pas contiguë par B. Si alors, le 
point (mi, ^i) étant exclu, tous les autres points des contours de A et B sont 
censés appartenant à ces parties du plan, on pourra affirmer que tous les Tjf' 
correspondant aux points de la partie A sont supérieurs à Tj|«, et tous les T]J* cor- 
respondant aux points de la partie B sont inférieurs à ï^^*. Quant aux TjJ' qui 
correspondent aux autres points, on ne peut rien dire en général. 

Fac. de T. a- S., VI. 8 



■■j 
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L'élude précédente fait voir que, par exclusion d'un nombre fini de systèmes 
de déplacements, nous pouvons étendre, autant que nous voulons, les limites des 
excentricités des ellipsoïdes pour lesquels la variation seconde de fli reste posi- 
tive, mais que nous ne pouvons jamais arriver, par cette voie, à ce qu'elle reste 
positive, pour tous les ellipsoïdes de révolution qui peuvent être des figures 
d'équilibre. 

16. Considérons maintenant la signification géométrique de quelques systèmes 
de déplacements. 

En premier lieu, il est évident que, pour les systèmes de déplacements cor- 
respondant à A== o, la surface du liquide reste une surface de révolution autour 
de l'axe des z. 

Puis on voit facilement que l'ensemble des systèmes de déplacements, qui 
correspondent à m = 2, transforme la surface de l'ellipsoïde de révolution donné 
dans la surface d'un ellipsoïde concentrique, ayant le même volume et soumis 
seulement, en outre, à la condition d'être infiniment peu différent de l'ellipsoïde 
donné. 

En effet, si tous les déplacements se réduisent à ceux que nous venons d'indi- 
quer, on a 

V^X* ■+• cos* 6 on — cJPJ(cos0) -h cîP5(cosQ) cos'| -i- c*PJ(cos9) cos2 4' 

s] P\{cos9) sïn^ 4-.VÎ P*(cos(?)sin2vp, 



ce qui, d'après les équations (8), peut être présente sous la forme 



OÙ 7|, 3, a, ,3 et y représentent des quantités infiniment petites qui ne dépendent 
pas de x, y^ z. 

Nous remarquons ensuite que, en général, si 

est l'équation d'une surface donnée, 



/(j?, /»-) 



sjm^m^m^- 



csi (à une première approximation) l'équation d'une surface infiniment voisine, 
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Dans le cas considéré, la formule (17) prend la forme suivante 



W = OP 



(29) ô=n. = 47r/pa'(X'+i) 2 T-y(Hi»)«rfff+ îi, 

m-.t 
OÙ 

Hi^^CPi^Ccos^). 

Kn nous basant sur ce qui précède, nous pouvons affirmer que le terme de cette 
expression, qui dépend de cj, reste toujours positif. En effet, quand ce terme 
demeure seul, tous les déplacements se réduisent à ceux qui transforment Tellip- 
soïde de révolution donné en une nouvelle figure d'équilibre infiniment peu 
différente et correspondant à un nouveau moment des quantités de mouvement 
différant infiniment peu de l'ancien. Par suite, d'après la formule (38) du Cha- 
pitre I, nous trouvons que le terme considéré prend la forme 

(30) If(aj)'. 

On vérifie facilement ce résultat par un calcul immédiat, si l'on se sert de 
l'expression (20) pour û, et aussi de l'expression 

T;=:i>.(7 + 9X^)-}(i^A«)(i-i-9X')arccotX, 
qui, d'après l'équation (1), peut être présentée sous la forme 






L'expression (3o) représente, comme nous le savons, une quantité généralement 

positive. Mais il importe également que nous attirions l'attention sur ce fait 

qu'elle ne peut s'annuler pour aucune valeur finie positive de X. En effet, elle 

est égale à 

w dJ dS 



et ici les facteurs 



s dX dî (°^)'' 



Cl) , d,] 



comme on le sait par la théorie des ellipsoïdes de Maclaurin, ne peuvent s'an- 
nuler que pour X =: o et A = x. Quant à 



d^ __i fio^y I 



)^M/.'4-I *■ 



lu 
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auxquels correspond m > 2. Mais si nous appliquions notre formule à l'étude de 
la stabilité des ellipsoïdes de révolution, dans cette hypothèse particulière relative 
aux déplacements, nous obtiendrions évidemment, pour limite supérieure des 
excentricités des ellipsoïdes stables, Tancienne valeur 0,8126.. .. Cependant 
lliemann a démontré qu'en réalité celte limite est beaucoup plus grande ('). 
En étudiant le cas du mouvement découvert par Dirichlet, il s'occupe, entre autres, 
du problème de la stabilité des figures ellipsoïdales d*équilibre, par rapport aux 
déplacements initiaux pour lesquels la surface du liquide reste toujours un ellip- 
soïde. En remarquant l'analogie qui existe entre les équations différentielles défi- 
nissant, dans une certaine hypothèse particulière, les axes de l'ellipsoïde liquide 
en fonction du temps, et les équations différentielles du mouvement d'un point 
matériel sur une surface, Riemann arrive à un critérium de la stabilité, par lequel 
on obtient non seulement les conditions suffisantes^ mais aussi les conditions 
nécessaires pour la stabilité. Au moyen de ce critérium, Riemann trouve, entre 
autres, que les ellipsoïdes de Maclaurin sont stables, tant que les rapports entre 
leurs axes dépassent o,3o332^. . ., et instables dans le cas contraire. On déduit 
de là, pour limite supérieure des excentricités des ellipsoïdes stables, un nombre 
compris entre 0,9528862 et 0,9628866. Pour les ellipsoïdes avec des excentri- 
cité! plus grandes, l'instabilité se manifeste par les déplacements qui transforment 
ï. Téquateur en ellipse (2). 

Remarquons qu'on peut envisager l'étude de Riemann à un point de vue plus 
général. Le nombre 0,93. .. obtenu par lui représente une limite supérieure des 
excentricités des ellipsoïdes de révolution stables, mais dans un autre sens du 
mot que le nombre 0,81 .. • trouvé plus haut : le nombre de Riemann représente 
une limite que ne peuvent dépasser les excentricités des ellipsoïdes stables, tandis 
que le nombre 0,81... représente une limite supérieure des excentricités des 
ellipsoïdes sûrement stables. 

19. Considérons encore une hypothèse particulière. 

Si l'on exclut les déplacements correspondant à A" = m =: 2, l'étude de la stabi- 

( > ) Ein Beitra^ zu den Untersuchungen iiber die Bewegung eines Jlûssigen gleichar- 
tigen Ellipsoïdes [B, Rienianns mathem, Werke, herausg, v. Weber, 1876, S. 190]. 

(<) Autant que je sache, il n*a pas encore été démontré jusqu'ici, que le cas, découvert 
par Dirichlet, du mouvement d'un ellipsoïde liquide fût le seul cas où un liquide, sous les 
mêmes conditions relativement au\ forces agissantes, puisse se mouvoir en conservant la 
forme d'un ellipsoïde. Nous n'avons donc pas encore le droit de considérer la valeur obtenue 
par Riemann 1^0,95. . .). comme la limite supérieure effective des excentricités des ellipsoïdes 
de ré>olution stables relativement à tous les déplacements et toutes les vitesses à Tinstant 
initial, après lesquels la surface du liquide demeure un ellipsoïde pendant toute la durée du 
mou>ement. 



ix'-b^) 
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satisfaisant à l'équation difTérentielIe 

où rt, 6 cl tJJ" sont des constantes. Nous supposerons partout dans la suite a ei 
b positifs, et en outre a~^b. Quant à t™, c'est une constante qu'on doit déter- 
miner par celle condition que l'équation (2) admette effeclivement une solution 
particulière qui soit une fonction entière des quantités (i). 

On sait que toute fonction entière des quantités (i), satisfaisant à l'équation (a) 
pour une valeur positive entière donnée de m, ne peut être que d'une des quatre 
formes suivantes : ou une fonction entière de degré ni de x, ou un produit d'une 
fonction entière de degré m — 1 de a? par yjx'' — 6" ou sjx'- — a', ou enfin un 
produit d'une fonction entière de degré m — 2 de .r par \^{x'^ — a'){x^ — b^). 
D'après cela, les fonctions E™ se divisent en quatre classes ; à la première classe 
se raliachenl toutes les fonctions entières de :r; à la seconde, les fonctions a^'ant 
y'x- — b^ en facteur; à la troisième, les fonctions ayant \Jx'^ — a^ en facteur; et 
à la quatrième, les fonctions ayant <ij{x^ — a^){x'^ — i*} en facteur. Toutes les 
fonctions entières de x, à l'aide desquelles s'expriment les fonctions E™, contien- 
nent d'ailleurs ou seulement des puissances paires de x, ou seulement des puissances 
impaires ('). Les fonctions d'une seule et même classe se distinguent l'une de l'autre 
par des valeurs différentes des constantes -;i^, don t dépendent les coefficients des dif- 
férentes puissances de ,ï:. On détermine ces coefficients, par des équations linéaires 
aux diiïérences finies du second ordre, et les constantes t]^, par des équations algé- 
briques. Si — ou (selon que m est pair ou impair) est désigné par u, le 

degré de l'équation algébrique, pour les fonctions de la première classe, est égal 
3 3'+ 1; pour les fonctions de la deuxième cl de la troisième classes à m — n; et pour 
les fonctions de la quatrième classe, à t. On sait, relativement à ces équations, que 
toutes leurs racines sont réelles et distinctes {^). Parmi les coefficients, iln"en reste 
qu'un d'arbitraire, que nous déterminerons par la condition que le coefficient de 
la plus haute puissance de x soit égal à i . Alors, tous les coefficients seront réels. 
Il correspondra donc en tout, à chaque valeur donnée de m, 2/i( + i fonc- 
tions £'^ distinctes. 

En nous servant de la notation EJ,"(x) pour les fonctions des quatre classes, 
nous donnerons à /■ les valeurs : 1 , 2, 3, . . . , 2 m + i . La loi, d'après laquelle 
les nombres de celte suite doivent correspondre à des fonctions des diverses 

(I) JIeine. Handb. d. Kugelf., i BJ., 1878, p. SSg, 36o. 
('1 Ibid., p. Î62-368, 371-37J. Voir la tin de ce numéro. 
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classes, sera définie plus lard, et à présenl nous nous bornerons à supposer que, 
pour une seule et même classe, t^' soit une fonction décroissante de k. 

Nous ne rencontrerons que des cas où x ne sort pas des limites — b et -^ ù, 
ou b et a, ou a et oc, et enfin où x est une variable purement imaginaire. Dans le 
premier cas, nous remplacerons x parjx; dans le deuxième, parv; et dans le troi- 
sième, par X. Pour éviter les quantités imaginaires, nous prendrons, au lieu 

de \/.r' — a^ et \/x' — b'^^ respectivement ^a^ — [x- et y/6- — ui^, ou ^a^ — v-* 

ety^'v'* — b'^. Parmi ces derniers radicaux, y/6- — ul^, y/a- — v^ et y/^v- — b'^ peuvent 
s'annuler, et les signes de ces radicaux resteront indéterminés, là où Ton n'en 

dira rien. Quant aux radicaux y/a*-^ — a*, y/X*-* — a^ et y/X^ — b'^, nous les suppo- 
serons toujours posilifs. 

On sait que la fonclion EJ'(j7) ne peut s'annuler, quand on a x>'a ('). Par 
suite, pour ces valeurs de x, la seconde solution particulière de l'équation (?.) 
peut être exprimée par la formule : 



(3) Fr(X)r-.(2m-M)Er(>0 f 



dx 



(^est une fonclion de Lamé de seconde espèce. Nous nous bornerons à sa défi- 
nition par la formule (3), car nous ne la rencontrerons plus loin que pour des 
arguments dépassant a. 

On peut remarquer que, d'après ce qui \ient d'être dit, la fonction E.'^ {x) con- 
serve des valeurs positives pour toute valeur de x^a^ et que par conséquent 
F2'(X) reste toujours aussi positif. D'ailleurs, on a 

lim;X'«-^«Fi"(X)jx=:«^i. 

Les fonctions de Lamé a argument purement imaginaire auront pour nous une 
importance toute spéciale. A. la place des fonctions de Lamé elles-mêmes, nous 
introduirons, dans ce cas, les fonctions définies par Tégalité 

avec cette détermination des radicaux : 



V^(A)*-a«rr:H-£VX'î-haS y/(iX)«-6*=:-f-£y/X'-t-6-. 

D'après certaines propriétés de la fonction EJJ'(x), dont il sera parlé plus 
loin (n" 22), la fonction E]jJ'(X) ne peut s'annuler pour aucune valeur réelle de X, 
excepté X = o, et, pour X^o, ce que nous supposerons toujours en consi- 
dérant la fonction EîJ'(X), elle conserve des valeurs positives. 



(ï) Ibid,, p. 38i. 

Fac, de T., a- S., VI. q 
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IjSt fonction B^'O*) ^^^ ""^ solulion particulière de Téqnalion 

'^ T/^^ rziTi n-v^'O (rtr»-+-6')TZ'-+-/w(/n-+-i)X« 

^^L ^J y/(X».Ha*)(X*-t-^-) 

Nous (léHnirons une autre solulion particulière de celte équation, correspon- 
dant à une fonction de Lamé de seconde espèce, et que nous rencontrerons égale- 
ment dans la suite pour ). >> o, par la formule 

La fonction F]J'(X) conserve encore des valeurs positives pour toute valeur posi- 
tive de X, et d'ailleurs 

lim}X-+'Fr(X)jx = « = i. 
Posons maintenant 



^^ dr r^ dx 



r dx^ ^^ /' 

7 v/(^-«"-t-â*M.t^4-^^)' ""' 7 



=:a, 









)(6' — :r») 



tl. 



/• ^ r 



./, v/lrt>-x')(j:'-6') J, v^(a'-r«)(x'-6>) 



= Ç, 



(!( inirodtiisuns, au lieu des variables u, v, X, les variables ^, y, ai ou a. Alors 
les <?(|ualions diflercnliellcs auxquelles satisfont E;J'([a), E^'(v), E™().) el E™()>) 
prendronl la rornie suivante (' ) • 

(•)) ' J^ -H[/>T-//»(»H-l)fx']E(fi) = 0, 

(tn '-^- - [P- - '"('" + •) '•''] E(v) = o, 

1.7'» — j— j-^ — !- [/JT — m(ni + i) À'] E(/.) = o. 

où Ton a posé p = a*-i- 6-. Nous emploierons aussi Tabrévialion q =^ a^b^j qui 
sera renconlrée plus loin. 



1 « Nous n*êcrifx>n$ pas d'indices là où il non résultera aucun inconvcnienl. 
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Indiquons maintenant les formules pour le calcul des fondions E^"().) (*) : 

Première classe. 

E2' ( >^ ) = >."* 4- Cl X"'-' -+- c,}/'»-'^ -h . . . , 

2 £(2/71 -h I — 2£) C/-|-/?[7"»— (m -h 2— 2 0*1 ^/-l 

(9) /' — lif^^ -+-4 — '-^0 {if^ -H 3 — 2OQ-Ï — o, 

C-_,=rO, Co=I, 

Cff^-i -rr: O. 

Deuxième classe. 




2£(2/7i -h i — 2 0^1 4- j/>[7'"— (w -+- I — 21)*] — a*(2m 4-3 — 40!^/-! 

— <7(m -1-2 — 2/) {m -H 3 — 2£) C/-j = o, 

C-_,=:0, Co7=:i, 

^m—d'—- ^• 

Troisième classe, 

Ei"(X) r==v^>7T^ (>/«-*-+- c,X'«-3 4- c,}/"-s 4-. . .)» 

2i{im 4- I — 2/)c/4- }/>[•'" — (w 4- 1— 2O'] — ^*(2/?i-f- 3~4o| C/-1 

(11) < — q{m-\- 2 — 2/; (m 4- 3 — 21) C/_,==o, 

c_i = o, Co— I, 

Quatrième classe, 

E2*(X ) = v/X=+^ V^XM^ (X'«-«4- c,X"*-*-h CjX"»-64-. . .), 

2 I ( 2 /n 4- I — 2 £*) C/ 4- /? [t"* — ( m 4- I — 2 £ )* ] C/_i 

(12) /' — q{m 4- I — 2£) (m 4- 2 — li) C/-,= o, 

C_, = 0, Co=rl, 

C(j=i:0. 

Nous indiquerons encore des formules pour le calcul des fonctions de Lamé 
(en les considérant comme des fonctions de v) exprimées au moyen de rangle(2) 



cp = am a(C — y), • 



(») Heine, p. 362-368. 
(«) Ibid., p. 371-375. 
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Conservons les noialions de Heine K, L, M, N pour les funclions des prCi 
deuxième, trolâièine et ({iiHlrièDie classes. 
Posons 

cl déterminons a,- et a|- à l'aide des conditions 






Si nous introduisons maintenant l'angle ^, à l'aide des étjiiations 

i/v'— 6' = y/fi' — fc'cosç, y/a'— v'^^a'— i'sin^, 

nous obtiendrons, pour le calcul des funclions de Lamé des différentes clsf^ 
des constantes qui leur correspondent, les fonnutes et les équations suiva 



K(v) =«|,cosmç + «1 cos(/n — a) 9 + .. .-(- J- «„, 

-a,_(m + 3){m-i);ra.r-. = o; 
N(v) = ai,sinm9 + a, sin(ffi — a) 9 +. .. + s(3_, sîiiao, 

\ L(v) =v[«icos(m — i)» + ot'[ cos(/« — 3)0 +...+ «i_,C0S9], 
r "■(" + ■1 .1.. (»i-.)(»i+ii) _ _ 

L i 'i '-' i =».-.-<>. 

1 M(v) = v[«;siii{ m -!)? + «', sin{'M -3)? +. . .+ «a_,siiis], 
r. . - . "'('"-1-0.1.. ("' -')(■" + ').... 
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(i5) 



m impair. 

j K(v) :r= v[ao cos(m — i) 9 -h a', cos(/7i — 3) 9 -h. . .-h{ aii], 

zafj—m{m-Jr i)^ai_i=o; 

N(v) ~ v[au sin(/?i — 1)94- a', sin(/n -— 3) 9 -f-. . .-h a^.i sin2 9], 
,, . , (/w — 2) (m-+- 3) 

\ L(v) =: «0 cosm9 -+- «1 cos(/n — 2) 9 4-. . .-+- ajC0S9, 
/?i(/?iH-f) "I (m — 2)(/w-h3) 



.+5 — ,^J«,- 



2 



^aa-i = o; 



M(v) — aoSin/?ï9 -h «i sin(/?i — 2) 9 4-. . .-+- a,sin9, 

j r /?i(m-hi) 1 (m — 2)(An 4- 3) 

I 1,4-:; H «'Ja^ ^a^„,=r:o. 

La méthode de Slnrm s'applique facilement à l'étude des équations définissant :;. 

21. En entendant par x, j% z les coordonnées rectangulaires d'un point, intro- 
duisons les coordonnées elliptiques X, jjl, v et les coordonnées X, 6, A à l'aide des 
équations 






^' bsja^-b' 

5 = /. i-- ziz A COS &. 

Ici X^, — UL^ et — v^ sont les racines de l'équatîon du troisième degré en \ : 

d'ailleurs)., [jl, v sont compris entre les limites indiquées plus haut (o et oc, — b 
et 4- 6, b et a), et 6, ij respectivement entre les limites o et 71, o et 27w. 
D'après cela, les formules (16), pour ^ donné, définissent entièrement les signes 

de yja'^ — v-* et de ^/6* — a-' y/v*-* — 6=* . 

Les coordonnées X, u, v sont, comme on sait, orthogonales. 

Par la substitution (16), l'équation aux dérivées partielles de Laplace prend a 
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cl l'on peut se convaincre facilemcnl, à l'aide des éqnalions (5), (6) et (8) qui 
les fonctions 



(-9) 



Eï'(X)Eî'(f*)Ei"(v) et F2-(X)Er{f^)Er{v)- 



sonldes solutions particulières de réquation (i8). Nous arrivons ainsi à la concln- 
sion que les IransTormées des fonctions (19), pour les variables X, y, s, satisfont 
à l'équation do Laplace. 

On peut se convaincre facilement aussi que la transformée de la première des 
fonctions {19) est une fonction entière de degré ni de x, y, z. En effet, si nous 
désignons par faix) une fonction entière de degré n de or, et si nous entendons 
par 7,, 7), 9's, o Oii I , la première des fonctions ([9). en vertu des équations (16), 
pourra toujours être présentée sous la forme 

A.r°./''.s''.y„^T(?.') ?^-t(-f') ?~.-t(" ^'). 
oÙT= T, 4-'Tï + <J'j, ni — T est toujours un nombre pair et A une constante. Mais 

(20) 9;^.().')C>^.(-H')?»^t(-V') 



est une fonction entière sjmélrique des racines de l'équation (17), fonction dont 

le degré par rapport à chaque racine est '-■ Donc, en remarquant que, si l'on 

présente cette équation sous la forme ï' +/»i î^+/)a5 -'-/'3= o, les coeffi- 
cients p,, P2, pi seront du second degré par lapporl à X,y, 3, nous concluons 
que la transformée de la fonction (20) est une fonction entière de ;7,^, S, de 
degré m — t, ce qui déjnontre ce que l'on a énoncé plus haut. 
On peut, à l'aide de ceci, démontrer les formules suivantes : 



(31) 



r e;'(/)E;"(v') d^ 



J v'di' 



-H")'K' + V') 



2'" + ' ' rï-(À)E?(R), xu\, 



dans lesquelles l'intégrale est supposée étendue à tonte la surface de l'ellipsoïde, 
défini par l'équation >.=z R. Il nous paraît superRu de nous arrêter à !a démons- 
tration, car elle serait entièrement semblable à celle des formules (i3) du Chapitre 
précédent {'). 



(') Les formules Jzi), 



icnt, des formules semblables ne 
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(^c que l'on vienl de dire suffît pour transformer l'expression de la variation 
seconde de II, pour les ellipsoïdes à trois axes. Dans les numéros qui suivent, 
nous exposerons les propriétés des fonctions de Lamé qui nous sertiront pour la 
recherclie de son si^ne. 



22. On f 

(.3) 



il que toutes les racines de l'équatioa 



sont réelles, distinctes et comprises entre les limites —o et -i-n, n'étant ni 
nulles, ni égales h b oa à a, cl en outre étant telles qu'à chaque racine x, cor- 
respond une racine — Xj ( '). 

Klein a complété ce tliéoréme en montranl comment ces racines sont réparties 
dans les intervalles (o,i)el(6, a), ou (o, — 6)el( — ô. —a) { = ). Kn remarquant 
que l'équalion (23) se réduit à une équation de degré n en a:^, si n + i est le 
nombre de toutes les fonctions de Lamé appartenant à la classe de la fonction E™, 
Klein démontre que chacun des cas possibles de répartition des n racines de 
celle équation dans les inlervalles (o, b') et (6^, a^) se rencontre ell'ectivcmcnt 
pour une, et cela s'entend, seulement pour une des n + i fonctions de Lamé 
appartenant à la classe considérée. Pour cela, il considère la question sous une 
forme géométrique, mais le point essentiel de sa démonstration consiste dans le 
passage â la limite pour b ^:a. 

Klein se borne à démontrer ce qu'on vient d'énoncer; cependant sa méthode 
permet de résoudre également la question de savoir â quel indice /.■ correspond 
un nombre donné S de racines, dans l'iniervalle entre o et b^. Comme cette ques- 
tion a pour nous une grande importance, nous allons maintenant démontrer un 
I donne la solution et qui doit être considéré comme un complé- 
le de Klein. 



throrème qui 
ment du ihéon 

Théorème L — Si l'indice {k), stixceptible des valeurs 
caractérise les fonctions EJj;, appartenant à une seule et m 
de telle manière que 



>.( = ). (3) 

; classe, et cela 



soit une suite décroissante, l'équation 

a k — I racines entre les limites a et b non égales à ces limites. 



(I) Ibid., p. 38a-J«i. 

(') Feux Klein, Veber Lamé'iche Fi 



, Ud. XVIil, iSSi) 
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Si nous faisons la transformalion antérieure 

V^v- — b^ z=z y/a* — b^ cos o, ^a* — v' =r ^a^ — 6*81119, 



el si nous posons 



cos' 9 = ^, 



nous aurons, diaprés les formules (i4) 61 (i5), 

E:ï,(v) = v^.cos^,9sin<'.9Gr(4), 

où T|, 0*2, 0*3, comme précédemment, représentent des nombres égaux à o on i, 
et où G^'(Ç) est une fonction entière de degré n relativement à Ç, /i H- i étant le 
nombre des fonctions de Lamé qui appartiennent à la classe considérée. D*ail- 
leurs Téquation 

(2',) tiZ'(|) = o 

a autant de racines, entre les limites o et i, que l'équation 

(25) Ei"(x) = o 

a de racines, entre les limites b et «, non égales à ces dernières. 

Remarquons maintenant que les racines de Téquation (24) dépendent seulement 

b- 
du rapport —, et que nous pouvons les considérer comme des fonctions de ^' 

ex 

(voir la fin du n" 20). Donc tout ce que Ton sait relativement à Téqualion (2;")) 
peut être exprimé de la façon suivante : 

Tant que g est compris entre o et i , toutes les racines de Téquation (24) 

sont comprises entre les limites ^ et 1, et restent distinctes, difTéreules de 

zéro et différentes de ces limites. 

Puis, on peut démontrer que, tant que g n'atteint pas o, chaque racine 
demeure une fonction continue de g. D'après ce qu'on vient de dire au sujet 
des racines de l'équation (24), il suffît pour cela de démontrer que t'JJ, est une 
fonction continue de g, car, comme le montrent les formules (i3), (i4) et (i5), 
l'équation (24) peut toujours être mise sous une forme telle que ses coefficients 
soient des fonctions entières de g et de z/^, si 

Quant à la continuité de Zf^, et par conséquent de t'^ , elle résulte, pour les 
valeurs considérées de gj des propriétés connues des racines de l'équation qui 
Fac. de T., a" S., VL lO 
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MTlà (lôterniinci- =, cl tic ce que celle équalioii se mcl sous la forme 

,«;i (= + £')(-- + (. + a)').. .(; + (£ + 3«)') + «"'M=) = «. 

■ 'M i(-) roprésenlp, d'une manière générale, uuc fonciioii entière «le -, d'un 
ilo^ré ne dépassant pas », dont Ions les i-oefficienls sont des fonctions entière* 
il<^ ^', el s un des nombres o, i, u; o correspondant toujours à des fondions K 
^|)our les«|uelles n = 7), i à des fonctions L clM (]>our lesquelles «^ m — i — i), 
ft 2 à des fonolions N (pour ItiSijuelles ii =v — i). 

De tout ceigui pi-éccdc, nous lirons la lonclusion suivante : si, en supjkosant ^•' 
une quantité înlînimctit ])etite, nous trouvons que l'équation (aj) n'a pas de 
r.irines tendant vers zéro, le nombre de ses racines, tendant vers des limites com- 
prises entre o et i, est égal au nombre des racines de l'équation (-jj) comprises 
■■nirei el a, el dilTérvnles de ce* dernières. 

Or l'équation (a6) donne, pour g ^ o, 

i>7> lim:i=-(£ + aA — a)', 

et, par suite, les équations {i'î\ (ij), {i 51 conduisent an\ égalités suivantes : 

lim — = lim =... — iiiii ^o pour i ^ A< « -;- i, 

lut! — = linl -=...= Iiiil i=o pour I < A ^ « -r- I, 

iiiivquclles il faut ajouter des égalités semblables, après avoir remplacé dans celles- 
. i ïj par 3.\ , 

tJn \ml par là que l'équation {-'-i) peut <ïtre présentée sous l'une des formes 



CrtS 


(a/-j)?+'}(. 


) = o 


cos 


■''■-■)? . ,( 








) = ** 


iilL 


,i--,l = 






sins ^^ 


) ~ o. 




sina/'3 , 


)=., 



1(11 ■!.■;; déligne, d'une manière générale, une fonction entière de degré « de ç, 
doni tou* le* coefficients peuvoul être rendus aussi petits que l'on veut, par uii 
chois de fr suffiMoiment petit; el ceci fait voir que, quand g: tend vers zéro, 
H — /.-l-i racines de l'équation (■.»4) demeurent supérieures en valeur numé- 
rique ù une qiiantîlé croîisanl indéliniment. Quant à ses A- — i autres racines, 
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(|iianliiës suivanlc : 

( (1,2), (i,4), (2,2), (2,4), (3,2), (3,4), ..., 



(29) 



I (1,1), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,3), (4,1), ..., 



dont les termes se succèdent suivant une loi évidente. 

Pour arriver à l'autre cas limite, il est plus commode de se servir des for- 
mules (9), (10), (i i) et (12), dans lesquelles, pour 6 = 0, il faut poser q = o ci 
/j = a'. D'après cela, on trouve que les limites de t]J*, pour les fonctions des 
deux premières classes, satisfont à Téqualion 

(t— m*) (t — (m — 2)*). . .(t — £*) = 0, 

et, pour les fonctions des deu\ autres classes, à l'équation 

(t — (m-i)») (t — (m-3)'-)...(7 — £') = o, 

où £ représente, comme précédemment, un des nombres o, i, 2. On obtient ainsi, 
pour 6 = o, la suite décroissante de quantités suivante, analogue à celle (29) *• 

\ (1,2), (1,4), (2,2), (2,4), (3,2), (3,4), ..., 

(3o) 

/ (1,1), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,3), (4,ï), .... 

La comparaison des séries (29) et (3o) montre que, pour b positif et inférieur 
à a, les nombres t]J*, rangés dans l'ordre décroissant, forment la suite 

(3i) (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3) (2,4), (3,0 ..., 

dont les quatre derniers termes sont : pour m pair. 



( 



T'O' iT'^)' (t'O' (t + '''>' 



cl pour m impair. 



m — I , \ /m 

—: — y 4 ]r 






La suite (3i) met en évidence une loi très simple d'alternance des classes dans 
la série de tous les t]J*, rangés dans l'ordre décroissant. 

Partout dans la suite, où nous aurons à considérer les fonctions E,J* et EJJ*, nous 
donnerons à /i les valeurs i, 2, ..., 2/«-f- i, en supposant qu'^z/i accroissement 
de k corresponde à une diminution de t]J*. Avec celle convention, la loi trouvée 
pourra être exprimée de la manière suivante :. 
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SI /'on désigne par o la quatrième classe des /onctions de Lamé, la fonc- 
tion EJJ* appartiendra à la classe i, quand le nombre /r, après division par i, 
donne pour reste le nombre i. 

C'est ainsi que la fonction E![*,„^, appartiendra à la première ou à la troisième 
classe, selon que m est pair ou impair. 

Jusqu'ici^ nous n'avons considéré TJ|f* que comme une fonction de A". Rn le consi- 
dérant maintenant comme une fonction de m et de A*, nous pourrons démontrer 
les théorèmes suivants : 

Théorème II. — Si f{m) désigne une des fonctions im -r- 7.^ im — 1 , im 
ou 2 m -f- I , on a 

oii 6 est une fraction positive. 

Remarquons, en effet, que si t5^„,j appartient à la 1*^*, 2*^, S^'ou 4*^ classe, T^^twVi > 
appartiendra respectivement à la S*-', 4°? i*^*^ ou 2'' classe, et que par conséquent 
l'expression 

s'annulera aussi bien pour [jl = o que pour ul == b. Par suite, l'équation (5) con- 
duit à l'égalité 

f [a(m +i)fA'-/.(T;frA„- -7.«J] E>%„(F) E7,r„V„(p)rfi5 "-= o. 

Or chacune des fondions E)t([JL), qui figurent sous le signe de l'intégrale, corres- 
pond à la plus grande de toutes les valeurs que peut prendre k pour la classe de 
cette fonction et, par conséquent, en vertu du corollaire du théorème I, aucune 
d'elles ne change de signe entre les limites de l'intégration. L'égalilé oblcnue 
n'est donc possible que si la fonction 

change de signe entre ces limites; d'où résulte l'exactitude de noire théorème. 

Il faut remarquer que, tant que b n'est pas nul, 6 ne peut ni s'annuler, ni 
devenir égal à l'unité. 

Corollaire F. — Quel que soit l'entier positif //, on a 
où 6 est une fraction positive. 
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(Corollaire IV, — Si, pour m>> i, le nombre A", après division par 4, donne 
pour resle i -h ( — i)"* ou 2 -i- ( — 0'"> '^ rapport 

EZ'(>>) 
E!(>0 

croît quand X croîl (corollaire II du théorème II). 

Tméorème IV. — Le produit 

' Er(>.)Fr(?.) 



2/n -h I 



c/o/V, (juand k augmente de 1 — ( — i)*, et, pour k égal à l'un des nombres 
1 , 2, 3, 4» décroît, quand m augmente de deux unités. 

Thkorème W — Si /{m) représente l'une des fonctions 2m — 2, 2m — 1, 
'À m ou 2//1 -f- I, l'expression 

décroît quand m croit, 

TiiKouÈME VI. — Si, pour m >> I , le reste obtenu, après division de k par 4, 
est égal à 1 4^ ( — i)"* o« à 2 -}- ( — 1)"', la fonction 

iE|(>.)F|(>.) î EZ'(X)Fi"(>0 

conserve des valeurs positives pour toutes les valeurs positives finies de X. 

Nous nous servirons, pour démontrer ces théorèmes, de la formule (4), qui 
donne 

' E?().) FTO) - -A- E?(/.)F;(/.) 



W m -r- \ 2 Ai -h I 



^ f fEro)-]' g E,"(x) -|' r Erc/.) ]') rfx . 

et celle égaillé, en vertu des corollaires I et III du lemme I, conduit au théo- 
rème IV, en vertu du corollaire II au théorème V, et en vertu du corollaire IV 
an théorème VI. 

H faut remarquer que dans les cas limites, b = o et b = aj raccroissement el 
le décroissemenl peuvent se changer en invariabilité. 

Nous pourrions terminer par là le Chapitre des fonctions de Lamé, car les pro- 
priétés énoncées suffisent pour résoudre la question de la stabilité des ellipsoïdes 
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à trois axes. Mais il nous paraîl opportun d'appeler ici Tattention sur les pro- 
priétés analogues des fondions de Lamé à argument réel dépassant a. C'est pour- 
quoi, avant de passer au Chapitre suivant, nous nous arrêterons sur ces propriétés, 
d'autant quelles peuvent jouer un rôle semblable pour la résolution de notre 
problème. 

2o. Nous supposerons dans ce numéro \ >> a. 

Dans cette hypothèse, on peut démontrer les propositions suivantes : 

Lemme II. — Sî, pour n^m, 

a* 

< — T? ^ ( w — m) ( /i H- /n 4- i) 



a' 



(où les signes d'égalité ne doivent pas avoir lieu simultanément)^ et si le plus 

petit résidu positif du nombre s — k suivant le module 4 ^st égal à o ou 

à '-i -i- { — I )*, le rapport 

E.?(X) 

Er(>0 
crott quand X croit. 

Les conditions énoncées ici sont équivalentes aux suivantes : les fonctions 
E" et EjJ* appartiennent ou bien à la même classe, ou l'une à la première, l'autre 
à la deuxième, ou enfin l'une à la troisième, l'autre à la quatrième. Comme, dans 
ces conditions, la fonction 

uCCi ClGCi 

s'annule pour A=«, l'équation (7) conduite l'égalité 

= f '[(«_m)(« + m + i)X«-/>(T,»-Tr)]Ei»{X)E;a)rf«., 

et de là résulte l'exactitude du lemme. 

Corollaire /. — Si, pour 5 >> A", la diflerence s — k, après division par 4, donne 
pour reste o ou 2 -h ( — i)*, le rapport 

Er(X) 

Eï/(X) 
croît quand X croît. 

Fac, de T,, a- S., VL 1 1 
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i^orollaii'c II, — Si /est un des nombres i, 2, .'i, 4? '^ rapport 

Er(}.) 
croît quand A croîl (théorème III). 

Corolhlirt* III, — Si f{ni) désigne wne des fonctions 'im — 2, 2//1 — i, ini 
ou 2//Î + I, le rapport 

croîl quand A croît (lliéorème II). 

('(trollairc II, — Si, pour //i >• i , le nombre /•*, après division par 4? donne 
pour reste o ou .'>, le rapport 

croît quand A croît (corollaire I du théorème III). 

lin s^ippujant sur ces résultats, on |)eut démontrer les théorèmes suivants : 



Ïhkoukme mi. — Le proditit 



' Er(/)Fr(Â) 



•2 m -H I 

(li'rrnti quand h croit de 1 -\- { — i)*, et y pour k é^fd à Vun des nombres 1 , v», 
o, 4> décroît quand ni croit, 

Thi':oiu:me VIII. — Si /{m) désigne une des fonctions ini — 2, ini — i. 
•im ou 2///-I-1, l'expression 



•int 



7K>'U(>)f;",„„(/) 



décriât quand m croit de deux unités. 

Thkorèmk IX. — Siy pour /// >• i, le nombre /••, après division par {, donne 
/tour reste o ou 3, Irt /o/iction 

iEl(>.) F5(Â) - :^^^ ET{1) FrO) 

conserve des valeurs positives pour toute valeur finie de a défjassant a. 
Pour drmontrcr ces théorèmes, on j)eul se servir de la i'ormule (.i). 
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i^orolltiire II. — Si /est un des nombres i, vi, 3, 4» le rapport 

croît quand A croît (théorème 111). 

Corolldire III, — Si /{m) désigne une des fonctions -im — -à, im — i, im 

ou a m -h I, le rapport 

'-./,///-n-. \^' ; 

croît (juand A croît (tliéorème II). 

('(trollain* IW — Si, pour m >• i , le nombre /»', après division par 4^ donne 
pour reste o ou .'>, le rapport 

KrO) 

croît quand A croît (corollaire I du théorème 111). 

Kn s'appuyanl sur ces résultats, on peut démontrer les théorèmes suivants : 

TuKonÈMK VII. — Le produit 



' T< m I * 



•2 m -i- I 



Ei"(/.)Fi"(/) 



fhU^'oît (j lia 11(1 /»• croit de 'À -\- { — i)*, et, pour h éfj^alà Vun des nombres i, 2 
.'), i, dv.croU (juaiid m crott. 

TuKoukME Vlll. — JSi /(m) désigne une des foncfians 'im — 2, im — i 
'>.m ou si///-i-i, U expression 



lin 



-e;;,„,(>.)F;",„„{à) 



drcrnit (juand m croit de deux unités. 

TuKoiiKMK IX. — Si, pour /// >- I, le nombre A', après divisi<tn par {, donne 
pour reste o ou 3, la fonction 

^El(À) Fl(/.) — El"(/)Fr(>.) 

conserve des valeurs jtositises pour toute valeur finir de a depas.saitt a, 
Pour démontrer ces théorèmes, on peut se servir de la rormule (3 ). 
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les conriilions dYH|iiilibre s'exprimeront, comme on sail, par le système des deux 
équations suivantes : 

et« pour ce qui suit, il importe d'attirer l'attention sur ce fait que le résultat de 
I élimination de w* entre ces é(|uations, pour des ellipsoïdes à trois axes, peut 
être mis sous la forme 

t 

Les éipalilés (i^ définissent les rapports ït et |r- en fonction de co. Si l'on intro- 
duit, comme le font Meyer et Liouville, les rapports s et / des carrés des axes, en 
posant 



et si Ton pose en outre 



les équations (i) prendront la forme suivante : 



et 



•- •• 



ou 



A — \ ^ i -h w ) ( I -T- ^'0 -^ ''' ) • 



Après avoir déterminé 5 et /, d'après ces équations, pour une valeur donnée 
de r, on trouve H par la formule 

(«'^ ll=»^•'■l^^.^•/)^ 

tians laquelle, comme pivcédemmenl, Q représente le volume du liquide. 

C.omme le montrent les formules (3), 5 et / sont des fractions positiNes, véri- 
liani rinégalité 5 r> /. D*ailleurs, d'après l'équation ^5\ elles doivent >alislaire à 
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la condilion 

OÙ le signe d'égalité ne peut se rapporter qu'au cas de / = o. 

Dans son second Mémoire sur les ellipsoïdes de Jacobi, Liouville (') démontre 
que, quant v croît de o jusqu'à un certain maximum (o, 18^1 1 . . .), t et st 
croissent constamment depuis o, el s décroît depuis i, et, quand ç atteint sa plus 
grande valeur, s devient égal à t. Il résulte de là que, quand v croîl depuis o, 

K et ^ croissent aussi constamment à partir de o, et tt et a décroissent depuis oc. 

Après ces remarques préliminaires, revenons à notre problème, l'étude de la 
stabilité des ellipsoïdes de Jacobi. 

27. Exprimons les coordonnées rectangulaires du point x^y^ z, au moyen des 
coordonnées X, 0, 'l ou X, [jl, v, parles formules (16) du Chapitre précédent. L'équa- 
tion de Tellipsoïde considéré se ramènera à la forme X = R, et si nous posons 



x = v/(K*-h^«)(K2H-v») 
= V^(R*-f-a-)(K*H-^*)cos*&-i-KnH*-H«-jsin*ôsin*4/-h(U*-+-^*)R'sin*^cos«+, 

l'élément de surface de cet ellipsoïde s'exprimera de la manière suivante : 

cis — {^j^ — li})xd^ciy — x sin S dO d^]f. 

Nous concluons de là, comme dans l'étude des ellipsoïdes de révolution, que, 
si l'on développe la fonction x5/i en série de fonctions sphériques de et A, pour 
que les conditions (23) et (^'4) ^^ premier Chapitre soient satisfaites, cette série 
ne doit pas renfermer de fonctions sphériques d'ordre nul el du premier ordre. 

Nous poserons par suite 



m — « m =. 90 



(7) "ô" = 2 Y„.(9, t) = 2; Y„,[/x, v], 



m = J m = t 



OÙ Y;„[[JL, v] est la transformée, pour les variables [x et v, de la fonction sphérique 
de 8 et i d'ordre //i, Y;„(0, ^), Nous développerons cette fonction en série 



(') Mémoire sur les figures ellipsoïdales à trois axes inégaux y qui peuvent convenir 
Véquilibre d'une niasse liquide homogène y douée d'un mouvement de rotation 
K.'mJourn. de Liouville, t. XVI, i85i). 
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ordonnée suivant les produits de fonctions de Lamé (n" 21 ) 

I = J W -+- 1 

(») V„,[,ji.v]= 2 erEr(^)E;"(v). 

' = » 
oq ej" sont des constantes. 

Nous remarquons ensuite que, en vertu de la condition d'équilibre, 

où A est une constante que nous pourrons déterminer en faisant dans celte équa- 
tion fl = o. Nous aurons alors 



et y deviendra l'accélération de la pesanteur au pôle, c'est-à-dire 



irJp^nV-i-a's/^V-fO^wJ ^^ 



àV , . .., r cD. 



Nous trouvons ainsi 
Par suite, en posant 

H-=:£rEr(f^)Er(v), 

nous aurons, d'après la formule ('^2) du Chapitre IV. 

m = « i — 2 m -f- 1 



m = J I -. I 



OÙ di^ comme précédemment, représente un élément de la surface de la sphère 
de rayon i, sur laquelle s'effectue Tintégration. 

Puis, d'après les formules (21) et (22) du Chapitre précédent, il viendra 



//irrae l = 2m-»-l 



ff-^^^^=,.-^ 2 '^T^f<«r,^" 



m = t 1 = 1 



et, par conséquent, les formules (27) et (3()) du Chapitre 1 donneront 

m = » é = tnt-^l 

(9) 5'n,==4r/p^ 2 T™ AhdV/ct-o 

Wl Z-. î 1-1 
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fonction sphérîqiie d'ordre m, Y;„(0, ^), peut toujours être mise sous la forme 
d'une fonction entière de degré m, de cosO, sinOcos»} et sinOsintL, et de ce que 
son degré ne peut être abaissé à l'aide de la relation liant ces trois quantités. 
On voit par là que si tous les déplacements se réduisent à ceux qui correspondent 
à une valeur donnée de /w, x o/i pourra toujours être mis sous la forme d'une 
fonction entière de degré m, de x^ y, z (coordonnées d'un point de la surface de 
rellipsoïdc), et son degré ne pourra pas êlre abaissé à l'aide de l'équation de l'ellip- 
soïde, d'où résulte, en vertu des considérations développées au n" 16, ce qui a été 
énoncé plus haut. 

Nous allons considérer maintenant les déplacements correspondant à m = 2, 
après lesquels l'ellipsoïde demeure encore un ellipsoïde. Ce nouvel ellipsoïde 
aura le même volume et le même centre que l'ellipsoïde primitif, et à ces condi- 
tions près, ce sera un ellipsoïde arbitraire dont la surface diffère infiniment peu 
de celle de l'ellipsoïde primitif. 

A l'aide des formules (9), (10), (i i), (12) du Chapitre IV, on trouve facilement 



^]W'- 


= f*'- 


A-.. 


^\w-- 


= v/A'- 


f^V. 


EJ(F)= 


-sja* 


- F' H' 


Eî(F)= 
Eî(fx): 







où A'i el A'5 sont les quantités déflnies par les formules (12). 

D'après cela, les formules (16) du Chapitre IV, où l'on posera X = R, donnent 



EÎ(fx)E 



EÎ(H)E 



Eî(F)E 



EÎ(f*)E 









(v)=a6(rt«— 6») 



X 



(V) =r (A-,- &')X-, j^.£l^; + A:.(A:.-«')^^Î^ + (A-,-«')(A:.- 6')^, 



Eî(fx) Eî(v) r= (X.- b')k, j^î^, + k,{k,- a') g^. 



R' 



^1 



(A-.-«')(X-.-6')^, 



On voit par là que les déplacements, qui correspondent à l'indice inférieur égal 
à 2, 3 ou 4» peuvent toujours être considérés (si b^o et b^a) comme consistant 
en des rotations d'ensemble de toute la masse liquide respectivement autour des 
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axes des ar, des^ et des z^ et inversement, si lous les déplacements du liquide se 
réduisent à une rotation autour d\in axe quelconque, passant par Torigine des 
coordonnées, il n'y aura pas, dans les formules (7) et (8), d'autres termes en 
dehors de ceux que l'on obtient pour m = 2 et 1 = 9., 3, 4. Ainsi, par exemple, 
si lous les £, à l'exception de e^, sont nuls, tous les déplacements, tant que 
n'est pas égal à a, peuvent être considérés comme résultant d'une rotation de la 
masse liquide autour de l'axe des s, et inversement ('). 

Puis, on voit que les déplacements correspondant à i=i et «= 5 changent 
l'ellipsoïde donné en un ellipsoïde concentrique, sans changer les directions de 
ses axes (^). On peut d'ailleurs trouver entre ej et e^ une dépendance telle que le 
nouvel ellipsoïde représentera encore une figure d'équilibre. Comme, pour ce qui 
suit, il nous est nécessaire de connaître cette dépendance, nous nous occuperons 
maintenant de sa recherche. Mais, si nous procédions par voie directe, nous 
serions conduits, pour l'obtenir dans la forme sous laquelle nous aurons à nous 
en servir, à effectuer beaucoup de calculs. C'est pourquoi nous procéderons 
autrement, savoir, comme nous devrions opérer pour résoudre d'une façon géné- 
rale la question des figures d'équilibre différant infiniment peu des figures ellip- 
soïdales. 

Nous nous servirons de l'équation (35) du Chapitre I, dans laquelle Sco est un 
accroissement infiniment petit de la vitesse angulaire, définissant le passage de la 
figure d^équilibre considérée à la figure infiniment voisine cherchée. En rempla- 
çant, dans cette équation, x'^-\'y^ par son expression (i3), et xS/i par le dé- 
veloppement défini dans les formules (7) et (8), nous la mettrons facilement 
sous la forme 



m =.« I = î m -h 1 



Aît/p^ 2 Tr£rEr(F)Er(v) 



n.z=t / = ! 



et de là on tire, entre autres, 



(1) Pour b = ay les déplacements correspondant à 1 = 4 ^^^ ^^^ autre signification. 
(Fo«>nM6.) 

(S) On peut remarquer que, entre les déplacements correspondant à 1 = 1 et ceux qui 
correspondent à i = 5, il y a une difTérence essentielle : les premiers changent dans le même 
sens le grand axe et Taxe moyen de l'ellipsoïde, et les seconds le petit et le moyen. 
{Voir corollaire du théorème I, n" 22.) 

Fac. de T., 2* S., VI. 12 
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ce qui donne la dépendance cherchée 

£* £* 

(17) ïjiL::^Tj'-^. 

Revenons maintenant à la recherche du signe de Pexpression (9). 

29. En verlu du théorème VI (Chap. IV), l'expression (11) montre que T"*, 
pour m > I, demeure positive pour toute valeur de b non nulle, si «, après divi- 
sion par 4) donne pour reste i H-( — i)"* ou 2 -f-( — i)'". Nous en concluons les 

inégalités suivantes : 

Tî>o, TJ>o. 



De plus, nous savons, d'après le théorème IV, que T^ décroît quand i croît de 
!>- — ( — i)', et ceci conduit aux inégalités suivantes : 

Tî>Tî>Tî. 

Or, d'après la formule (10) et à l'aide des formules (4) et (12) du Chapitre pré- 
cédent, on trouve 

Donc, en vertu de l'équation (2), on aura 

(18) TÎ=ro 

et, par conséquent (*), 

TJ>o et TÎ<o. 

Nous allons maintenant montrer que, bien que T^ soit une quantité négative, 
l'ensemble des termes de l'expression (9), dépendant de t\ et e^, ne peut prendre 
de valeurs négatives, et que, en outre, si l'on exclut les cas limites des ellipsoïdes 
de Jacobi, il ne peut s'annuler, ej et z'i n'étant pas nuls simultanément. 

Admettons, pour cela, que tous les e, à l'exception de i\ et de £5, soient nuls. 
La formule (9), si l'on se sert de la formule (i5), prendra alors la forme 

(19) ô«n, = A,(£;r-As(£Î)'-^a = A,(£Î)'-A5(£n*-+-(BiÊÎ-+-B,£Î)S 

où 

A. = 47r/pTîG„ As==-47:/pTÎG5, 



( * ) En excluant 6 = a, quand T| = o. 
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de sorte que, d'après ce que l'on a démontré plus haut, A| et A5 seront des quan- 
tités positives. 

Nous remarquons maintenant que la formule (19) peut être mise sous la 
forme 

(20) dll.- ^-^^-^ (£j -^ -^—^^-^ 

Or, nous savons, d'après la recherche du n**8, que, si tous les déplacements se 
réduisent à des déplacements qui changent l'ellipsoïde en un autre ellipsoïde, re- 
présentant une nouvelle figure d'équilibre, l'expression o^Il, — Q prend la forme 
définie parla formule (37) du Chapitre I. Par suite, en posant dans l'égalité (19), 
conformément aux formules (16), 

Al Aj 

nous pouvons en conclure 

A,B;-A5BÎ _ 0)^8 
A, A5 S t/(k) ' 

d'où 

A,BÎ-AsBÎ-A,A5 I di 






AjAj S rfw 

J, comme précédemment, représentant Sco. La formule (20) se réduit donc à 

.,„ _ A, As ^J ,,,,. . [(A,-^-B»)£»4-B,B5£n' 

Mais, comme on l'a déjà remarqué plus haut, A| et A5 sont des quantités posi- 
tives; d'ailleurs, si l'on exclut les cas limites, ni A|, ni A5, ni B|, ni B5 ne 
peuvent s'annuler. On sait, en outre, d'après les recherches de Liouville, que 

— est une quantité négative qui ne peut s'annuler, quand 5>^>o (*). Nous 

arrivons donc à cette conclusion que S^IIi ne peut prendre de valeurs négatives, 
et que, d'ailleurs, si l'on exclut les cas limites, l'égalité 

a comme conséquence nécessaire les égalités : ej = o et ej = o. 

De ce que nous venons de montrer, il résulte que l'ensemble des termes de 
l'expression (9), dépendant des coefficients efj ne peut prendre, pour rt> t > o, 



(') Mémoire sur les figures ellipsoïdales, etc. {J. de Liouville, t. XVI, i85i). 



9^ . A. LIAPOUNOFF. ' V~ 

de valeur» négatives et s!axinule seulement pour e; =^62^^= ê,^ £5= o. Or, le 
coefGcient ej, demeurant en général différent de o, définit, comme nous ravons 
vu, seulenflent une rotation de la masse liquide autour de l'axe des s. Nous en 
concluons donc que, pour les déplacements et vitesses à l'instant initial, 
après lesquels la surface du liquide demeure ellipsoïdale pendant toute la 
durée du mouvement, tous les ellipsoïdes à trois axes de Jacobi sont des 
figures d'équilibre stable; ce qui est conforme au résultat de Riemann, dans ses 
recherches sur la stabilité relativement à des déplacements et des vitesses satis- 
faisant aux hypothèses de Dirichlet ( *). 

30. L'analyse du Chapitre IV conduit à la conclusion que Tj", si l'on a simulta- 
nément m >► 2 et I < 2m 4- 17 demeure toujours positive. En effet, l'égalité (18), 
en vertu du théorème V, donne 

T"* ^o 

pour toute valeur de m dépassant 2, et nous en déduisons, en vertu du théo- 
rème IV, 

T;»,>o et t;%j>o, 

si f est de même parité que m et, pour la seconde inégalité, ne dépasse pas m — 2. 
En rapprochant ceci de la remarque faite au commencement du numéro précédent, 
nous arrivons à la conclusion ci-dessus. 

Il ne nous reste donc plus qu'à rechercher Tj7«-+.i. 

Les formules (4) et (11) du Chapitre précédent donnent l'expression suivante 
pour TJ : 



1^3 

*7 



011 h est la plus grande des racines de l'équation 

5/i«— 2(a*-+- 2^-)/i + a^b^=o, 

laquelle, comme nous le savons, est comprise entre b^ et a^. Si, ensuite, on se 
sert de l'équation (18), cette expression se met facilement sous la forme 

On voit par là que, tant que la condition 

(22) R»+2^'->/i 

(>) B, Riemann*5 mathem. Werke herausgegeben von Weber, 1876 (p. 196, 197). 
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est salisfaile, on a certainement T'^>> o. Or, celle condition sera toujours satis- 
faite pour b suffisamment voisin de a. Par conséquent, nous pouvons affirmer 
que T' demeure positif, tant que le rapport du plus grand axe de rellipsoïde au 
moyen ne dépasse pas une certaine limite [en réalité supérieure à celle qui est 
donnée par la condition (22), conjointemenl avec l'équation (2)]. Pour montrer 
que l'inégalité T^ >• o n'a lieu que sous celle condition, nous allons maintenant 
établir que, si Ton considère TJ, en vertu des équations (3), (5) et (6), comme 
une fonction de 5, Téquation 

(23) Tîz=o 

a une racine, et n'en a qu'une seule, entre la plus petite valeur de s (quand 
5=:^ = o, 3. . .) et I, différente de ces limites, et que, pour s dépassant cette 
racine, T'^o, le signe d'égalité se rapportant seulement au cas limite 5 = 1 (*). 
En posant 



Uzz: 



// 






a« 



nous pouvons mettre l'égalité (21) (en faisant la substitution X^= R^+a^z/) sous 
la forme suivante 

^^'*^ lR«4-a«)(R*-h^-) Y "Y a* R*4-ô*' 

R* 6- 

Nous savons que -r et -= sont des fonctions décroissantes de s (n^ 26). En 

nous appuyant sur cela, nous pouvons démontrer que —5 décroît, et que 5 — 



(<) Gomme 

on voit facilement que 

et que, par conséquent, 

lim(T7*)r=o=o- 
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croît, quand s croil. A cet effet, il suffit de remarquer que 



a* a* V a- a^ 

5 -— =1— 3- H-i/i iH-4 — 



car 

I -I- 2J7 -t- V^I — X -\- (\X' 

est une fonction croissante de Xy et 



I — Zx -\-\J i — X -\- l\x^ 



une fonction décroissante. 

Il , , /i— ^* R«4-^ . j 

Il en resuite que ; — jrz r- croit, quand s croit, car 



X 

Nous allons maintenant démontrer que ^r est une fonction décroissante de s. 

En posant 

:^ m K et : — — a, 

1 a 



t 



nous trouvons 



00 ^00 



^•*3ï=^'-;//"*^(t)<"'-">'*'^«'. 



OÙ U' esl ce que devient U, après qu'on y a remplacé u par u' . Or, on a 




Donc, en vertu de ce que Ton a démontré plus haut, on peut conclure que, pour 
u'> //, -p- est une fonction croissante de a, et, par conséquent, que 

ne peut être négatif. 

Nous voyons ainsi que K est une fonction croissante de a, d'où résulte ce que 
nous avions en vue de démontrer. 
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Ce que nous venons de montrer conduit à la conclusion que le second membre 
derégalité(24)est une fonction décroissante de 5. Mais nous avons vu que, pour 5 
sufïisamment voisin de son minimum, il est positif; et, d'autre part, comme 



croît indéfiniment, quand s tend vers i, on voit que, pour-5 suffisamment voisin 
de I, il sera négatif. Par conséquent, TJ étant une fonction continue de s, 
nous reconnaissons Texactitude de ce qui a été dit relativement à Téqua- 
tion (a3). 

Nous savons, d'après le théorème V, que T![*,„^, (en excluant, bien entendu, 
le cas limite 5 = 1) est une fonction croissante de m. Par conséquent, tant 
que TJ > o, tous les TJ*^,^,, qui correspondent à des valeurs de m dépassant 3, 
conserveront des valeurs positives, et, en vertu de tout ce qui précède, S-^II^ 
ne pourra prendre de valeurs négatives; d'ailleurs, si tous les e"', autres que ei[, 
ne sont pas nuls simultanément, cette seconde variation ne pourra s'annuler 
(en excluant le cas limite 5= /). 11 résulte delà que la résolution de l'équation (28) 
doit donner une limite supérieure de 5, ou une limite inférieure de /, pour tous 
les ellipsoïdes de Jacobi que nous avons le droit de regarder comme stables. Nous 
devons donc en venir maintenant à la résolution de cette équation (*). 

31. En entendant par TJ l'expression (21), et eu nous servant de l'égalité iden- 
tique (2) 



(1) Les calculs qui constituent l'objet du numéro suivant ont été refaits, dans ces der- 
niers temps, par M. Darwin. Voir son Mémoire : On the pear-shaped figure of equili- 
brium of a rotating mass of liquid {PhiL Trans., A, vol. CXCVIII, 1902). Sans doute, 
M. Darwin n^avait pas connaissance du présent travail, car il ne le cite pas. D'ailleurs, 
aux pages 3ai, 827 et 33i de son Mémoire, le savant anglais dit qu'il lui semble probable 
que Téquation dont il s'occupe n'a qu'une seule solution, mais qu'il ne l'a pas pu prouver; 
et cependant cette proposition se trouve établie dans ce travail, car l'équation dont parle 
M. Darwin n'est autre chose que l'équation (23). L. 

(*) Par égalité identique, nous entendons ici, et partout dans la suite, toute égalité, entre 
des quantités dépendant de s et de /, qui ne suppose aucune dépendance entre ces dernières. 
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Dous obtenons Tégalilé identique suivante : 

2A(a«-/i)(6»-A)p '^ ^''Jn (>''+«')!> 
Si nous posons maintenant 

en supposant ^ compris entre o et -> et si nous introduisons les notations de 

Legendre pour les intégrales elliptiques de première et seconde espèces, avec 
module A* et amplitude cp, cette égalité prendra la forme suivante 



^jT! = J^B(.,„-Ka„,-^v5i^ 






où A' et C9 sont liés à 5 et ^ par les équations 

A- = -J , ^=zcos*ç, 

où^ est la plus grande racine de Téquation 

5/' — 2(3— -2A-)y 4-1 — A*=:o, 
et où 

(25) ,rz:zjtang»cp=7i-^. 

On obtient de plus facilement Tégalité identique suivante : 



(s — ty\/\ — t r'^ii — s— t — stu)udu 






A 



3 



Nous remarquons maintenant que Tintégrale, qui figure dans le premier 
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membre de celle égalité, représente le premier membre de l'équation (5). Si 
donc nous posons 

»- Ï7(737) E(X.o)-F(A.,) ,,(,_,j^ ' 

notre problème consistera dans la résolution des deux équations 

(26) A=ro, 

(27) B=zo 

avec deux inconnues s et /. La question se réduira donc à la recherche et au 
rapprochement successif des limites entre lesquelles sont comprises les racines 
de ces équations, et ce procédé reposera sur les considérations suivantes. 

La fonction A conserve toujours le même signe que l'expression (24)? et B le 
même signe que la fonction représentant le premier membre de Téquation (5). 
Quant à l'expression (24)? on a démontré dans le numéro précédent que, si ^ et ^ 
sont liés entre eux par l'équation (5), c'est une fonction décroissante de s et, 
par conséquent^ une fonction croissante de t. Or, cette démonstration était basée 

seulement sur ce que — =■ est une fonction croissante de /, et -- une fonction 

décroissante de s et une fonction croissante de ^ (* ). Nous pourrions donc démon- 
trer, par le même procédé, que, si l'on considère s et t comme des variables indé- 
pendantes, l'expression (24) est une fonction décroissante de s et une fonction 
croissante de /. D'autre part, Liouville a démontré que la fonction représentant le 
premier membre de l'équation (5) décroît quand s et t croissent, et que, si l'on 
désigne par t le nombre (o,3. ..), qui satisfait à cette équation dans l'hypo- 
thèse s = t^ pour toute valeur de t ne dépassant pas t, on peut trouver une valeur 
de s telle que cette équation se trouve satisfaite, ainsi que, pour toute valeur de s 
dépassant t, on peut trouver une valeur de t telle qu'il en soit de même (^). 

De ce qu'on vient de dire au sujet de A il résulte que, si la fonction A prend le 
signe 4-, pour des valeurs quelconques de s et ^, elle le conservera, t étant 
invariable, pour toute valeur inférieure de s, et, s étant invariable, pour toute 



(ï) Nous conviendrons une fois pour toutes d'entendre par 5 et / des fractions positives, 
en supposant s^t. 
(*) Mémoire sur les figures ellipsoïdales, etc. (/. de Liouville, i85i, t. XVI). 
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valeur supérieure de t. Si, au contraire, la fonction A a le signe — , pour des 
valeurs données de s et /, elle le conservera, t étant fixé, pour toute valeur supé- 
rieure de 5, et, s étant fixé, pour toute valeur inférieure de /. 

Soient So et /„ ^^^ valeurs de ^ et / satisfaisant simultanément aux équa- 
tions (a6) et (27), et soient ^i et tt des valeurs quelconques de ^ et ^ satisfaisant 
à la condition .Ç| > t et ^1 < t. Supposons que la substitution de ces valeurs, à la 
place de s et t, dans les fonctions A et B, donne pour les deux des résultats posi- 
tifs. Dans ce cas, la fraction positive t\ qui, pour a* = 5|, satisfaite Téquation (27), 
dépasse /| et, par conséquent, si la substitution de ^1 et t^ dans la fonction A 
donne un résultat positif, la substitution de ^1 et t\ donnera encore un résultat 
positif, et nous en concluons, en vertu de ce que l'on a démontré au numéro pré- 
cédent, que 5| <C ^0 et /', ]> ^0* En raisonnant d'une manière semblable, dans 
chacun des trois autres cas qui peuvent se présenter pour la substitution consi- 
dérée, nous formerons le Tableau suivant : 



Signe de A. 


Signe de 


B. 


Limj 


Iles des ra< 


-f- 


H- 






So > Si 




— 






*0 <I ^1 


— 








/o>/l 


-H 


— 






t,<tl 



A Taide de ce Tableau nous pouvons, par une série de substitutions successives, 
rapprocher autant que nous voulons les limites entre lesquelles sont comprises ^o 
et /q. Mais chaque substitution ne donne qu'une seule limite, et cela seulement 
pour une des inconnues; d'ailleurs nous ne pouvons dire par avance pour quelle 
inconnue on obtiendra une des limites par substitution des quantités données ^1 
et ^. Si donc on peut regarder, au point de vue théorique, ce procédé comme 
satisiaisant, on doit cependant avouer qu'il présente en pratique certains incon- 
vénients. 

Quant aux valeurs substituées de s et ^, elles doivent satisfaire à certaines condi- 
tions. Les formules (3) et (20) donnent x = ^. La condition (22) prend donc la 
forme : 

et nous savons que, tant que cette condition est satisfaite, on a certainement A > o. 
Il résulte de là que les valeurs de 5 et ^, suffisamment voisines de Sq et t^^ satis- 
font à l'inégalité 

(28) x>i^-!, 

s 
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OU, en tenant compte de ce que x est la plus grande racine de Téquation 
(29) ^stx^ — 2(54- 2^— Zst)X'\-{\ — 5) (i — ^) = o. 



à rinégalité 



.ç(3— 5) 
t< ^" 

12 — D5 



En outre, on doit avoir en vue, qu'en général, les valeurs de 5 et / annulant B 
satisfont à Finégalité 

En employant le procédé qui vient d'être indiqué, et en nous servant de la Table 

des valeurs des intégrales elliptiques donnée par Legendre, nous avons obtenu 

ces inégalités : 

0,687 <5o<o,638, 

o,ir9<^o<o,i2o. 

Si nous désignons par s^ et e^ la plus petite et la plus grande des excentricités 
des ellipses obtenues dans les sections de l'ellipsoïde par des plans passant par le 
plus petit axe, nous en déduirons 

0,6016 < £,< 0,6020, 
0,9880 <£<< 0,9387. 

Maintenant, nous devons en venir au calcul de la vitesse angulaire. 
En entendant par (' son expression (4)? nous trouvons l'égalité identique sui- 
vante : 

Comme l'expression (4) représente une fonction décroissante de s et ^, en 
substituant dans la formule (3o) des limites inférieures ou supérieures de ^o et /„> 
nous obtiendrons respectivement une limite supérieure ou inférieure de r. 

On obtient une formule plus commode pour les calculs, en faisant disparaître 
de l'égalité (3o) les intégrales elliptiques à l'aide des équations (26) et (27). Nous 
trouvons ainsi : 

(3.) .= ^" 



4 a: -h(i 4- or) (i -h 3ar) (IH- 5 -h /) ' 



V _■ 
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mais, pour le calcul avec celte formule, on doit opérer autrement que pour le 
calcul avec la formule (3o) : si nous voulons obtenir une limite supérieure de r, 
nous devons y substituer une limite inférieure de Sq et une limite supérieure de /«, 
et, pour obtenir une limite inférieure de r, nous devons substituer une limite 
supérieure de Sq et une limite inférieure de toj car nous allons démontrer tout 
à rheure que, pour s el t sufïîsamment voisins de Sq et ^o? le second membre de 
Tégalité (3i) est une fonction décroissante de s et une fonction croissante de t. 
Considérons, dans ce but, la fonction 

Nous démontrerons qu^au moins tant que ^ et / satisfont à la condition (28), 
z est une fonction décroissante de /, et si, en outre, s demeure supérieur à 0,6, 
elle est une fonction croissante de s. 

En dilTérentiant Téquation (^^9) et en éliminant ensuite /, on trouve 



Os 2[(5j7--t- bu: -h 2)5* — (5 j; -+- 4)v -+- 2]' 

Ox [(5x'-f- 6j? -f- 1)5 — ^x — 1]* 

Ol ~~ 2[(5x*h-5j:4-2)5-— (5j7-h4)*H-2]' 

et Ton peut remarquer que le dénominateur commun de ces expressions conserve 
des valeurs positives non seulement pour les valeurs considérées de^ et 5, mais 
en général pour toutes les valeurs réelles de x et s, 
A l'aide de ces expressions on trouve 

<)z _(i-i'X){i-h3x) 14-54-^ 3(3x^—1) 



Os X 2 (5j7*-h 5xH- 2)5- — (5j; -h 4)5 -+- 2 

ôz __ (i-^^)(i4- Sx) t-hs-ht 3x-— 1 [(5j?»-h6j?4- 1)5—4^ — 1]» 



f)l X 2 X* (bx'-h5x -h 2)s*— (jx-h f\)s -^2 

où les seconds termes sont négatifs, car Tinégalilé (28) montre que J7> 1. 
Remarquons maintenant que, sous les conditions considérées, 

(i-j-j:-) (H-3j?) ^^ i-^s-ht I 3j:*— I 

<^^9 :: >-> ; — > 2, 



X 2 2 J7« 



et, par conséquent, 



âz 



Ot (Ôx*-hbx-h 2)s*— (bx -^ i)s-{- 2^ 
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OU bien 

dz (aSor* -+- 20J?' H- 6x^ — ^x -4- i)s* — 2(2007^4- 9^* — 6x ■+- i)s -h (4^ — 0' 

'Jt (5a:* 4- 5j7 -h 2)5'— (5x4- 4)^ H- 2 

Or, en verlu de l'inégalilé (28), on a 

.^1 , /%. / V / « • /» V 2a(x — l)*(5;r4-l) 

(25x*-t- 20a:' 4- 6 J?* — ^x -hi)s — 2 (20a:' 4- QJ?'— 6j7 4- 1) > ^ —^ • 

^ -T / V ^ / J7 4- I 

Donc il vient 

dz ix{x — i)*(5x 4- 1)54- (x4-i) (4-2^ — 0* 



dt (07 4- i)[(5x* 4- 5 j: 4- 2)5*— (507 4-4)^^-2]' 

et l'on voit ainsi que, sous les conditions considérées, z est une fonction décrois- 
sante de t. 

dz 
D'autre part, l'expression obtenue plus haut pour -r^ peut être présentée de la 



ds 



manière suivante : 



dz (i4-o7)(i4-3j:)[(5o7'4-5o74-2)5 — 5o7 — 4]* — 907*4- 60?* 4- 11 07 4-2 

ôs O7[(5o7*4- 5o7 4- 2)5* — (5o7 4-4)*-+- 2] 

I — s — t 3(3o7' — i) 

2 (5o7*4- 5o7 4- 2)5* — (5o7 4- 4)*-+- 2' 

et comme, d'après l'inégalité (28) 

(1 4-07) [(5o7'4-5o7 4- 2)5 — 5o7 — 4] > 5o7'4-o7, 

nous en concluons l'inégalité suivante : 

dz^ 3(55 — 3 )o7» 4- 2(454- 3)o7*4- (54-11)07 4-2 
ds o7[(5o7*4- 5o7 4- 2)5' — (5o-4-4)^4-2] ' 

laquelle montre que, pour 5^|, z est une fonction croissante de s. 

En prenant pour limites de s^ les nombres 0,687 et o, 638, et pour limites de t^ 
les nombres 0,1 19 et 0,120, nous trouvons, d'après la formule (3o), 

Oyi4o3 < «'<o,î423 

et, d'après la formule (3i), 

o,i4i9< (;<o,i427. 

On voit par là que, dans le cas considéré, la formule (3i) a donné des limites 
plus étroites que celle (3o). Mais cette dernière a donné une limite supérieure 
plus petite, et la première une limite inférieure plus grande. Si donc on veul 
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obtenir pour v des limites plus resserrées, on doit se servir des deux formules 
à la fois. Nous trouvons ainsi 

o,i4i9< <^< 0,1428. 

32. Les recherches précédentes conduisent au résultat suivant : 

Les ellipsoïdes de Jacobi auxquels correspondent des vitesses angulaires 
supérieures à une certaine limite y savoir y/2 7cypy/o,i4. • ., sont stables. 

Nous savons que, pour les ellipsoïdes de Jacobi, la vitesse angulaire ne dépasse 

pas y/2 ir/p y/0,187. .. , ^^ nous avons vu que la même quantité représente la 
limite supérieure de la vitesse angulaire, pour les ellipsoïdes de révolution stables. 

Donc, tant que la vitesse angulaire se trouve entre les limites y/2 ir/p y/o7i4 — - 

et y/2 7c/p y/0,187., "i ^' y ^^^^ deux figures d'équilibre stables : un ellipsoïde de 
révolution et un ellipsoïde à trois axes inégaux. 

On voit que la stabilité des ellipsoïdes à trois axes n^cst établie que dans des 
limites assez étroites de la vitesse angulaire. 

Nous devons maintenant en venir à la résolution de cette question : peut-on, 
en excluant les déplacements, correspondant à des valeurs de m, qui ne dépassent 
pas une certaine limite, arriver à ce que la variation seconde de IIi reste positive, 
pour tous les ellipsoïdes à trois axes; nous allons démontrer que la réponse est 
négative, comme pour les ellipsoïdes de révolution. 

La formule (10) donne 



* Jm + i — 






où R peut être présenté de la manière suivante : 



/* m' du 

. v/(^'-)(-F-) 

/•' r Er,„„(R) i du 



D'ailleurs, selon que m est pair oa impair, on a 



>; 






LA STABILITÉ DES FIGURES ELLIPSOÏDALES D*ÉQUILIBRE d'uN LIQUIDE, ETC. Io3 
OU 






m-S c^ 



a'"-* 



Nous savons que lorsque / tend vers zéro, et par conséquent s vers i , — et -rr 
tendent vers o. On voit d'ailleurs par les formules (9) et (i i) du Chapitre précé- 
dent que les rapports -^ tendent alors vers des limites déterminées qui ne sont 

nulles pour aucune valeur de i dans la suite i , p., . . ., 7 (car t a pour limite o dans 
le cas considéré). On voit donc que pour toute valeur donnée non nulle de u 



r e;"„...(R) 1 



= I 



et, d'après cela, il est aisé de prouver que le dénominateur de l'expression K croît 

indéfiniment quand t tend vers o. Quant au numérateur, il tend évidemment 

vers -j. Nous trouvons donc 

limK/=o=o, 

d'où il résulte que, pour / suffisamment voisin de o, la fonction TJ',^^, demeure 
négative. 

De ce que l'on vient de démontrer, et des propriétés connues de l'expres- 
sion TJ*^^,, on déduit que, si l'on considère T![',,^,, en vertu de l'équation (5), 
comme une fonction de 5, l'équation 

dans le cas de m>3, aura au moins une racine comprise entre 0,637.. •» c'est- 
à-dire la racine de l'équation 

T? = o, 

et I, non égale à ces limites, et, s'il y a un plus grand nombre de racines, la 
plus petite d'entre elles sera une fonction croissante de m. 

33. Nous remarquerons, en terminant, que c'est seulement pour conserver une 
plus grande s^^métrie dans les formules que nous avons introduit, dans notre 
calcul, les fonctions de Lamé à argument imaginaire; mais on pourrait conduire 
tout le calcul de manière à n'avoir affaire partout qu'à des fonctions de Lamé à 
argument réel. Pour cela, nous aurions dû prendre l'équation de l'ellipsoïde sous 
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la forme 



Rt • R1--6» R»— a» 

en supposant R> a > 6, et exprimer les coordonnées rectangulaires d'un point 
de sa surface de la manière suivante 

x = Hcos0 = R^, 

oa 



j — V/R» - ^» sin cos ij; = v/R» - 6« ^ J^ZTB^ ' 

z zziv/R'-«>sin0sinJ^:ziv/R>^^' ^'''""/^Li g^\ 

a sja} - 6' 

où 8 et 4* sont respectivement compris entre les limites o et tc, o et 271, (jl entre les 
limites — 6 et 4- f', et V entre les limites a et b. En posant ensuite 

x^v'CR*— fjL«)(R* — V*), 

nous aurions exprimé Télément de surface de notre ellipsoïde de cette manière : 

ds = x( V* — ij})d^dy^=zx sin 9 dô d^, 

où p et Y ont les significations antérieures (n° 20), et nous aurions trouvé 



S=^"/P(«'-«')X'(ir^ 



ou 

Par conséquent, si nous avions développé x on en série de produits de fonctions 
de Lamé 



''an = 2 2 £rEr(p)Er(v), 



m = t 1 = 1 



nous aurions trouvé, par le même procédé qu^au n° 27, 



m = oB /=2m-hl 



Ô«n, = 4ir/p2 2 TT fillry dcf + Q, 



m=t 1 = 1 



où 






LA STABILITÉ DES FIGURES ELLIPSOÏDALES d'ÉQUILIBUE Iï'lN LIQUIDE, ETC. Io5 

OU bien 

^„,_Ei(R)FJ(R) E;"(R)F;"(R) 



' 3 2m H- 1 



et où Wp a la signification antérieure. La discussion du signe de o^FIi serait basée 
ensuite sur les ihéorcmes du n° 25. 



CHAPITRE VL 

LA STABILITÉ DE L'ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION DE JAGOBI. 



34. Dans Tétude précédente nous n'avons considéré que les variations secondes 
de Hj. Par suite, nous n'avons pu résoudre les questions de stabilité des ellipsoïdes 
qui servent de limites aux ellipsoïdes stables. Ainsi, nous avons trouvé, par 
exemple, que les ellipsoïdes de révolution, dans l'hypothèse générale relative aux. 
déplacements, sont stables, tant que leurs excentricités sont inférieures àVencen- 
tricité de l'ellipsoïde de révolution de Jacobi (0,8126....). Quant à ce dernier, 
nous n'avons pu rien dire sur sa stabilité. Puis, nous avons trouvé (|ue les 
ellipsoïdes de révolution sont stables, sous la condition que la surface du 
liquide reste toujours une surface de révolution, si leurs excentricités sont infé- 
rieures a la racine d'une certaine équation transcendante (0,985225...); mais 
nous n'avons pu résoudre la question de la stabilité de l'ellipsoïde dont l'excen- 
tricité est égale à cette racine; etc. 

La résolution de toutes ces questions dépend de l'élude des termes de l'accrois- 
sement de II, qui ont été laissés de coté au n" 6, dans la recherche de la variation 
seconde de II, comme étant des infiniment petits par rapport à cette dernière, 
et présente d'assez grandes difficultés. A vrai dire, pour résoudre les questions 
considérées, il n'est pas besoin d'avoir des expressions générales de ces termes; 
il suffit d'étudier seulement les expressions que Ton obtient dans l'hypothèse où 
les variations on satisfont à l'équation 



-r— on 
on 



^ rdn'ds' 



qui détermine des figures du liquide, infiniment voisines de la figure d'équilibre 
considérée, pour lesquelles, à une première approximation, la condition 
d'équilibre est satisfaite [n" 8, form. (35)], Le problème est par là considéra- 
blement simplifié ; mais il demeure encore très difficile. Toutefois, dans un cas 
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parliciilier, savoir pour l'ellipsoïde de révolution de Jacobi, on peut se servir, 
pour le résoudre, d^un procédé parliculier, qui ne présente aucune diffîculté 
théorique et demande seulement des calculs assez compliqués. C'est ce cas que 
nous avons Tintenlion de traiter maintenant. 

Nous avons vu (n'* 14 et n" 16) que, pour Fellipsoïde de révolution de Jacobî, 
la variation seconde de II| resle en général positive, et ne s'annule que quand 
la surface du liquide se change (à une première approximation) en une surface 
(l'ellipsoïde à trois axes, ajant même axe minimum. Or, si nous prenons l'écart, 
entre celle surface et la surface de l'ellipsoïde de révolution de Jacohi, pour 
quantité inlîniment petite du premier ordre, dans la série des figures ellip- 
soïdales d'équilibre à trois axes inégaux, on pourra toujours en trouver une dont 
l'écart, à partir de la surface de Tellipsoïdc à trois axes mentionné à l'instant, soit 
une quantité infiniment petite d'ordre supérieur, il suffit donc, pour résoudre 
notre problème, de rechercher le signe de l'accroissement de fli, dans l'hypo- 
thèse où la surface du liquide se change en une surface infiniment voisine dont 
l'écart à partir de la surface d'un ellipsoïde à trois axes, représentant une figure 
d^équUibrey soit une quantité infiniment petite d'ordre supérieur. Quant à cet 
accroissement, il peut être considéré comme la somme : i" de l'accroissement 
de fil dans le passage de l'ellipsoïde de révolution à l'ellipsoïde à trois axes; 
?." de l'accroissement de lli dans le passage de ce dernier à la surface considérée. 

Le problème de la recherche de l'accroissement de 11, se partage donc en deux, 
dont l'un consiste dans la recherche de l'accroissement d'une certaine fonction, 
et l'autre peut être résolu en s'appujant sur ce qui a été montré au n" 27. 

35. Si nous posons, avec les notations du n" 26, 
nous aurons, pour un ellipsoïde quelconque de Jacobi, 



ou 



(•) 



i-ry) 



^0 



du 



\/(l-+- M) (-2^ -+-")(/-+-«) 



En portant ces valeurs de S et de 1 V d'z dans la formuh 

n,.l(^/v.) 
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du n" 8, et eo y remplaçant ensuite J par sa valeur J© correspondant à l'ellipsoïde 
de révolution de Jacobi, nous désignerons le résultat par (III). Nous aurons donc 



(.) (H.) ^ 1/,Q^ ^3^ ("^ ^ - (-^^•)'' "> 



ou 



On trouve en outre facilement, d'après les formules (4) et (5) du Chapitre 
précédent, qu'en général, pour un ellipsoïde quelconque de Jacobi, 

3'= 21: fpS^st I ; -^ 3> 






ce qui se ramène à 

Quant aux variables x et ^% qui entrent dans ces formules, elles sonl liées 
par Téquation 

(5) -r h -3 1XY -j—:- ^ {xy) ' = 0, 

^ ' ôx dv -^ dxdv 

que l'on déduit facilement de l'équation (5) du Chapitre précédcnl. En y fai- 
santj^ = x, nous obtiendrons une équation qui détermine la valeurde x pour Tellip- 
soïde de révolution de Jacobi. Nous désignerons par ç cette valeur de x. Sachant 
que l'exceutricilé de cet ellipsoïde est comprise entre les limites 0,81 ià6 et 0,8127, 
on trouve facilement que 

(6) 2,94 <^< 2,95. 

Dans la suite nous allons considérer^ comme une fonction de ^, définie par 
l'équation (5), et il est important de remarquer que pour x = $ on a j^''= — 1. 

Si Ton fait J7==$ dans la formule (4), cette formule donnera Jq, dont une des 
expressions, sous forme de fonction algébrique de S, sera obtenue au numéro 
suivant. 

Désignons par a Taccroissement infiniment petit qu'on doit donner à .r, 
à partir de x = Ç, pour obtenir l'ellipsoïde de Jacobi (*), par lequel, conformé- 
ment à ce qui précède, on doit passer de l'ellipsoïde de révolution à la figure du 



(*) Nous désignerons cet ellipsoïde, pour abréger, par ellipsoïde (a). 
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liquide considérée, et par II'*', l'expression IIi dans laquelle J a la valeur corres- 
pondant à cet ellipsoïde de Jacobi. Puis, convenons d'entendre par A| F et A2F 
les accroissements d'une expression quelconque F, dépendant de la figure du 
liquide, respectivemeni pour le premier et le second des deux passages dont il a 
été parlé à la fin du numéro précédent. Avec ces notations, l'accroissement 
de rii, dont nous devons rechercher le signe, se présentera sous la forme : 



An,z=:A,(n,) 



£ A|J^A,S 

2 S(Sh-AîS) 



4-A,n'-^', 



où s est le moment d'inertie de l'ellipsoïde (a). 

Ici A,(ni ) et liJ'^ sont les accroissements des fonctions (2) et (4) de x, lors du 
passage de^=$àj:=i$ + a. Comme J^ est une fonction s^^métrique de x et j', 

la dérivée -t-> d'après ce qu'on a remarqué au sujet dey, s'annulera pour ^ = Ç. 

Or, nous verrons dans la suite qu'on aura alors ~ = o, et que --j—^ et ) ^ 

ne s'annuleront pas. Par suite, A|(nj) et A|J* différeront, par des quantités infi- 
niment petites d'ordre supérieur, respectivement des valeurs de 



^ — — a* et 

24 ci.r^ 2 dx^ 



oc' 



pour X = $. 

En ce qui concerne les expressions AoS et A2n'*\ nous supposerons, pour les 
évaluer, comme au n" 27, que le segment de la normale à la surface de Tellip- 
soïde (a), découpé par la surface considérée du liquide, diffère, par une quantité 
infiniment petite d'ordre supérieur, de l'expression 



/» = • i — in -*-l 



n = » / = î/n-l 



(7) 



x-2 2 »"=i2 ^ ^7Eni^)E:;(^), 



n 



i=\ 



n = t 



1 = 1 



dans laquelle tous les termes seront supposés infiniment petits par rapporta a. On 
doit appeler ici l'attention sur ce fait que, pour a = 0, les variables [jl et v perdent 
la signification de coordonnées d'un point de la surface de relllpsoïde. Nous 
considérerons donc l'expression (7) comme une fonction de et 'i d'après les 
formules (16) du Chapitre IV. La plus grande de toutes les valeurs numéri(|ues 
de cette fonction sera désignée par Ç. Ce sera une quantité infiniment petite par 
rapport à a, dont nous laisserons l'ordre indéterminé. 

Nous remarquons ensuite que, pour a infiniment petit, tous les produits 
E|'([jl) E^'(v), à l'exception de ceux qui correspondent à « = i, deviennent égale- 
ment des quantités infiniment petites, pour toutes les valeurs de 6 et 6, Ainsi, 
Eî(ul)E5(v) est en général (c'est-à-dire pour et 'l arbitraires) une quantité 



":!. 
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infinimcnl petite de môme ordre que a, tandis que Eî((x) EJ(v) n'est pas en gé- 
néral une quantité infiniment petite. 

Nous supposerons que tous les termes de l'expression (^)(dans laquelle il peut 
ne pas se trouver de termes correspondant à certaines combinaisons de /i et/) sont 
en général des infiniment petits de même ordre que Ç. Donc, d'après ce que l'on 

vient de remarquer, e*^* sera une quantité infiniment petite de même ordre que -, 

et i\ de même ordre que v U résulte de là que, dans l'expression (i5) du Cha- 
pitre précédent, le terme g^0^t\ sera une quantité infiniment petite par rapport 
au terme ^|G|£*f, car G5, défini par la formule (i4) du même Chapitre, est une 
quantité infiniment petite de même ordre que a^, et ^1, G|, ^5, pour a = o, 
tendent vers des limites finies différentes de zéro. 

Nous arrivons donc à cette conclusion que AjS diffère, par une quantité infini- 
ment petite d'ordre supérieur, de g^(j^z\. Nous désignerons, pour abréger, celte 
dernière quantité par ^. 

Enfin, on s'assure facilement que T^ est une quantité infiniment petite de 
même ordre que a^, et que tous les autres ï", à l'exception deTJ qui est toujours 
nul, ne sont pas des quantités infiniment petites. Nous en concluons que A2n'^'' 
diffère, par une quantité infiniment petite d'ordre supérieur, de l'expression 

{^""•^^J^rl ^)?'+2,r/p [T|J(Hn'rfff + T;J(Hî)»rfff] 









dont tous les termes sont de môme ordre que s^. 

Tout ce qui précède fait voir que la question aboutit à la recherche du signe de 
l'expression 



( 



„, ._ 1 rf*(n,) , I d-i* I ,„ / - Tî I J'\ -, 



n-3 1=1 J 

dans laquelle t est une quantité infiniment petite par rapport à celui des deux 
infiniment petits a* et Ç^ dont l'ordre est le plus ])as. 

On voit d'ailleurs que, dans les trois premiers termes, on peut poser x = ^. 

La formule (8) montre que, si a^ n'est pas une quantité infiniment petite par 
rapport à s, la question se réduit à la recherche du signe de la forme quadratique 
en a^ et ^, 
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où 



Nous avons donc maintenant à former les coefficienls de celle forme quadra- 
tique. 

En ce qui concerne le cas où a* esl une quanlilé infiniment petite par rapport 
à ^, nous en parlerons plus tard. 

36. Avant tout, nous allons chercher les valeurs, pour x z=^^ des dérivées 
partielles par rapport à J7 et j^ de la fonction II, définie par la formule (i). 

On peut facilement se convaincre que celte fonction satisfait à Téqualion aux 
dérivées partielles suivante : 

(lo) (^._o^4-(7-.)^-+--H::.(.r^) ^ 



Puis, en posant 



( 



^ _ 



on trouve facilement 



( 



d'"-^" H \ _ i.3...(^m — i).i.3.. .(2/i~ï) 



Par suile, l'équation (lo) donne, pour u,t^ Téquation suivante aux différences 
finies 

(12) 2«/l(^ — l) W„4-2«-*(2/i — l)^/«_,— (— I)"-^l.3...(2/^ — 1)4-", 

dans laquelle n peut avoir toutes les valeurs entières positives. On doit ajouter 
à cette équation la condition 

{i3) 2>w, — |4»w,4- 1 = 

qui découle de Téquation (5 ). 

Il n'est assurément pas difficile de trouver, pour Téqualion linéaire du premier 
ordre (12), une intégrale générale, dans laquelle la constante arbitraire sera déter- 
minée par la condition (t3). Mais, comme nous n*avons pas besoin de l'expression 
générale de w,/, nous ne l'indiquerons pas. 

Nous trouvons, par la résolution successive des équations (i3) et (12) pour 
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/i = 1 , 2, 3 et 4 • 

i3$ — lo 55 — 4 

3 3^- 2 5 6?«-9Ï-f-4 



^ ?^3|^-i-8^--8)' '" 4 ^'a-i)(3^»H-8^-8)' 

__ 35 33 g»— 78 g» -4- 76g -24 

"*~64gU?-ir(3?»^.8$-8)' 

A l'aide de ces formules, nous obliendrons, d'après (3) el (4)? Texpression 
suivante pour K, 



(i5) K_8g 3Ti^.8|-8 

Pour former les dérivées de y par rapport à x, nous remarquerons que, si 
F{Xjy) est une fonction s^mélrique quelconque de x ely, et si F', F", etc. 
représenlent ses dérivées par rapport à x^ prises dans Thypothèse où y est une 
fonction de x, définie par l'équation (5), on aura, pour j: = Ç, 

F«r_ .(à'^' d'Y \ . ^F . 



dx ôy J ^ dx 



r^'=.l'4-Ui^^^3 ''^ 



>*F \ 

dx' "^dx^dv '^'^ dx^dv^J 

dY 



/()'F d^Y \ „ fd^Y d'Y \ „ d}T „, 
\dx^ dx'dy)'^ ^\dx^ dxdy)^ '^ dx'^ 



En substituant à la place de F le premier membre de l'équation (5) et en nous 
servant des formules (i 1) et (i4), nous trouvons, pour j? = Ç, 

^^^ "^ "^ 4$(|-i)(3Ç*-8g-+-4)' ^ ~~ 2^' 

Nous ne formerons pas l'expression très compliquée dej^*^, parce que le besoin 
ne s'en présentera pas. 

Remarquons qu'il résulte déjà de ces formules l'exactitude de ce qui a été dit 

plus haut, relativement à — r-y- > car (III) est une fonction symétrique de jr etjK, 

et ces formules montrent que F"'=: o, chaque fois que F"= o. 

Nous remarquons ensuite que si 

1 

Y{x, y) — -^ » 



I 12 
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on aura, pour x = Ç, 



et que si 



ç)F 
dx 



àx^ dx ôy 
dx^ 



I -- 



6' ' 



_ < 



d'F__j_, , 



4- 



(i*F 



dx 






J^F 



36 



ôx^dy ôx^dy^ 



¥{x,y)^{xyy^. 





■^^^ 


.8^ 


1 
3 




13 
3 

i 


» 





les formules (i i) et (i4) donneront, pour J:* = Ç, 






^ 
(^o?* 



= -1^3 



7£— 10 



9" 3|^+8^-8 



(PF __ Ô^F __ 4 v-l g-i ^ __ â^F _ I ^-g- 35^» -76g + 32 

dr* ôxdy~ 3^ 3^*-+-8H — 8' c^^» (^x-«(^/~9^ (£ — 0(3?' 4-8^-8) 



.Ô'F , d^F 

— 4 



dx' 



âx^ ây âx* ôy 



I ^ V 367?' — 1 122?*-+- 972? — 280 



3-^V^--^^ 



(?-i)*(3?'-i-8?-8) 



Si donc nous posons 



1 

i3 



x^y ^ ^ ^ 



et si nous tenons compte de l'expression (i3), nous verrons que, pour x = l, 
— = o. Il se trouve par suite qu'il est suffisant d'avoir les expressions (16) pour 
former G*^. Ainsi les formules obtenues donneront 



G'=io, G^i^o, r/'=o, 



G 



IV 



1 -^*- 
48^ 



^m 

(?-0*(3$'-h8^-8)(34*-8?-h4)^' 



où 



(x) =r (5»Z: — 8) (39^*— l3oJ7*-h 108a: — 24)' 

— 8(7^'— 2007 4-4) (3o''-- 8^ H- 4) (39x3— i3oj7'4- io8x — 24) 
4(3a^»— Sx -f. 4)^(239^3— 738a:--f- 588^— i52) 



=1 9657x^ — 77292x^4- 253548x* 

— 444480x^4- 452976x3— 2686o8x'4- 85568x - 1 1264, 
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et l'on aura pour A [formules (2) et (9)] l'expression suivante : 

80.48-^^^ V 3Q (ç— i)-(3^*-h8^-8)(3^>— 8^-h4)*' 
Quant au coefficient B, en remarquant que, pour x = Ç, 

nous déduisons de l'égalité (4), à l'aide des formules trouvées, 



B 



_'^/P ?(?) 



■ 12 ^*(5-i)(3;^^4~8S-8)(3^*-8^-+-4) 
011 

cp(j7) = 111 0^^—498^'-^- 780J?'— 536j7 -i- 128. 
Enfin, pour former le coefficient C, nous remarquons que, pour j? = $, 



^3 -'^yp\^3Q- ; 4 3>i^8;-8' 



et que, d'après les formules du n" 27, 






En remarquant ensuite que, dans le cas considéré, aïj se réduit à l'exprès 
sion TJ du n" 17, où l'on doit poser 



x= ' 



et tenant compte de l'égalité 



y/^_, (,3^_-,o) — (3^*-f-84 — 8)arclangv^^~i =0, 

qui découle de celle (5) et n'est autre cliose que l'équation (22) du Ghapilre 111, 

nous trouvons 

1 



* "" \3(J/ ^ 3^*-h8^ — 8 
Par suite, la troisième des formules (9) donne 

_ i5/p / 4£y ,- J ^g — 8 

^" 4 V^Q/ ^ 34^4-84-«' 
Fac.de T.\ a- S.. VI. l5 
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37. Comme C représenle évidemment une quantité positive, la condition né- 
cessaire et suffisante pour que la fonction 

reste positive, pour toutes les valeurs réelles de a et ^, en s'annulant seulement 

quand on a simultanément a = o et ^ = o, est donnée, comme on sait, par Tiné- 

alité 

B*-4AC<o, 






qui, en vertu des expressions trouvées pour A, B, C, prend la forme 

(.7) (5^-8)S{;)-[9(0?>o. 

Nous allons démontrer que cette inégalité a effectivement lieu. 
En remarquant que 

^ ( j: -4- 2 ) =: 9607 .r' -4- 57906 J7* -H 1872^2^* 

1 57440 j:^^ -h 8o256 j?* ■+• 4992 j:' — 6400a: -h 5 1 2, 



nous concluons que, pour x dépassant 2 4- ^> ^i-^) est une fonction croissante 
de X. Puis, en remarquant que 

9(j? -h 2) =z 1 1 1 j7*-f- 890^:''-+- 4^6j:*-h 160X -- Sa, 

nous voyous que, pour x dépassant 2, o(x) est une fonction croissante, etqu^en 
outre ©(2,5)> o. 

Nous en déduisons, en tenant compte des inégalités (6), Tinégalité suivante : 

(5^-8)5(0- [»(?)]'>5a(2,9)-[9(3).lS 
et de là on conclut l'inégalité (17), car, en faisant le calcul, on trouve 

^^(2,9) — [9(3)]' > 207900. 

Si nous revenons maintenant à la formule (8), nous voyons que, d'après ce que 
Ton vient de démontrer, AIIi — t est une quantité positive qui, pour a non nul, 
ne peut s'annuler, et cela suffit, à condition que a^ ne soit pas une quantité infi- 
niment petite par rapport à s? pour que AIIi reste positif pour toutes les valeurs 
suffisamment petites de a. 

Nous ne pouvons pas affirmer ce dernier fait, quand a*'' est une quantité infini- 
ment petite par rapport à Sj c^^r alors t peut contenir des termes par rapport 
auxquels a^ sera une quantité infiniment petite. Donc Afli — t ne déterminera pas 
le signe de AIIi quand, dans l'expression (7), tous les s" sont nuls, à l'exception 
de Sj (nous pouvons toujours supposer t] égal à zéro). Maison peut se convaincre 
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facilemenl que ce cas ne présente aucune difnciillé sérieuse. En efîet, si lous 
les s", à Texception de e?, sont nuls, alors, comme on le voit par la formule (17) 
du Chapitre précèdent, on peut trouver un ellipsoïde de Jacobi, pour lequel 
Técart entre la surface du liquide et sa surface soit une quantité infiniment petite 
par rapport à Çj et, au lieu de l'ellipsoïde. (a), on pourrait prendre cet ellipsoïde 
pour passer de Tellipsoïde de révolution à la surface du liquide. On voit parla 
que le cas considéré ne peut se présenter, si a est déterminé par la condition que 
Técart, entre la surface du liquide et la surface de Tellipsoïde (a), soit le plus petit 
possible. 

Nous arrivons donc définitivement à la conclusion que Y ellipsoïde de révolu- 
lion de Jacobi est une figure d"* équilibre stable. 

Par suite, le résultat essentiel du Chapitre III (n" 14) peut être énoncé main- 
tenant comme il suit : 

Tous les ellipsoïdes de révolution planétaires, dont les excentricités ne dé- 
passent pas l* excentricité de Vellipsoïde de révolution de Jacobi, sont des 
figures d^ équilibre stables. 



THÈSES (>. 



I. Il n'existe aucune figure d'équilibre, pour laquelle l'énergie totale puisse 
alleindre sa plus petite valeur possible pour une valeur donnée non nulle du 
moment des quantités de mouvement. 

II. La vitesse angulaire étant nulle, s'il existe une figure d'équilibre, pour 
laquelle l'énergie potentielle des forces newtoniennes atteint sa plus petite valeur 
possible, cette figure est stable en ce sens que, après que l'on a communiqué aux 
molécules du liquide des déplacements et des vitesses suffisamment petits, la 
déviation de la figure du liquide à partir de la figure d'équilibre et la force 



(*) D'après l'usage adopté dans les Universités russes, tout travail qui représente ce que 
Ton appelle en France Thèse, et ce que l'on appelle en Russie Dissertation, doit être accom- 
pagné d'un certain nombre de propositions énoncées sans démonstration. Ces propositions, 
qui constituent ce que l'on appelle en Russie Thèses, ne sont le plus souvent que des com- 
pléments à ce qui a été développé dans la Dissertation. Mais elles peuvent se rapporter aussi 
à une tout autre branche de la Science. L. 
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vive du mouvement qui s^ensuit ne surpasseront pas des limites assignées 
à Tâvance et aussi petites qu'on y (i\xl^ pendant toute la durée du mouvement (^^). 

ill. En entendant par Jq le minimum du moment des quantités de mouvement 
pour les ellipsoïdes de Jacobi, désignons par J| le produit de Jq par le 
nombre i, 2 . . . (1,28). Cela posé, à toute valeur du moment des quantités de 
mouvement, qui est inférieure à J|, il correspondra une figure ellipsoïdale d'équi- 
libre stable, et cette figure sera celle à trois axes inégaux, dès qu'une telle figure 
d'équilibre est possible. 

W , Étant donné un entier n quelconque, surpassant 2, on peut trouver 
\\- 4- 2 surfaces algébriques d'ordre n infiniment voisines de celles des figures 

ellipsoïdales d'équilibre et vérifiant, à une première approximation, la condition 
d'équilibre. Parmi les figures délimitées par ces surfaces, une esl infiniment voi- 
sine d'un ellipsoïde de Jacobi, et les E — \- \ autres sont infiniment voisines des 
ellipsoïdes de Maclaurin. 



(1) I/auteur a établi depuis que le minimum de rénergie potentielle ne peut avoir lieu 
(jue pour la sphère (Communications de la Société mathématique de Kharkow, r*** série, 
18SG). Jl en résulte que, s^il existe une figure pour laquelle V énergie potentielle atteint 
s'it plus petite valeur possible (valeur dont l'existence est évidente), cette figure ne peut 
être que sphérique. Voir^ à ce sujet, une Note de ÎSI. Poincaré, insérée dans les Comptes 
rendus pour 1887 ^^ t. CIV). M. Poincaré donne à celle proposition un autre énoncé. Mais 
Tauteur croit que l'énoncé précédent est plus conforme à ce qui est établi. L. 
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SUR UN PROBLÈME 



RKLATIP A LA 



THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 



DU SECOND ORDRE 



(SKCOND Mémoire), 



Par m. E. COURSAT. 



Ce Mémoire est consacré à rétiide du même problème que le précédent (*). 
Mais, au lieu de supposer la fonction /{jo^y^z^p^ q) et les données analytiques, 
je suppose les variables essentiellement réelles et les conditions de continuité 
réduites au minimum. La marche suivie offre un parallélisme presque complet 
avec la marche suivie dans le premier travail ; les méthodes seules sont différentes, 
en particulier celle qui est employée pour résoudre les équations fonclionnelles 
que l'on rencontre. Il est clair que, dans ce nouveau problème, il ne saurait être 
question de l'emploi des séries entières. 

La nouvelle méthode s'appliquerait aussi sans difficulté au cas déjà traité des 
intégrales analytiques. 

1. Je rappellerai d'abord les résultats obtenus par M. Picard (-) pour deux 
problèmes spéciaux, que l'on peut considérer comme deux cas particuliers 
importants du problème général dont je m'occupe. 

Étant donnée une équation 

il existe, sous certaines conditions de continuité inutiles à rappeler dans ce 
résumé, une intégrale qui est continue, ainsi que ses dérivées partielles du 
premier ordre, lorsque x varie de zéro à a(a^ o), et >• de zéro à ^(|3 > o), et qui 

(*) Voir Tome V de ce Journal (-i* Série, p. 4o5-43C). 

(') Note du Tome IV de la Théorie générale des surfaces de M. Darboux. 

Fac. de T,, a- S., VI. iG 



I l8 É. COURSAT. 

se réduit pour^>' = o à une foQclîon déterminée ^{x) de Xj et pour .r = o à une 
fonction déterminée 'i(y) de y. 

Dans le cas particulier des équations linéaires 

s=iap -\- bq -h cZf 

on peut énoncer le résultat sous une forme plus précise. Si les fonctions a, 6, c 
sont continues dans le rectangle R obtenu en faisant varier a: de o à /, et y de o 
à /?i, et si les fonctions données 'f (^), '!^{y) sont continues et admettent des dé- 
rivées partielles du premier ordre continues lorsque x varie de o à / cl y de o à m, 
rintégrale répondant aux conditions initiales est elle-même continue dans le 
rectangle R. 

La méthode employée par M. Picard permet aussi, comme il l'indique rapide- 
ment, de déterminer une intégrale d'une équation linéaire, se réduisant, pour 
yz=Of à une fonction donnée y(x) et, pour y =^ x, à une autre fonction c5(j:). 
Il n'y aurait aucune difficulté à étendre la méthode au cas d'une équation de la 
forme plus générale s =if(x, r, -3, /?, q). On pourrait aussi, à l'aide d'une trans- 
formation que nous emploierons plus loin (n" 10), traiter le même problème 
lorsque la droitey = x est remplacée par une courbe issue de l'origine, en rame- 
nant ce problème au problème de M. Picard. 

11 ne reste donc à examiner, dans le même ordre d'idées, que le cas où l'on se 
donne les valeurs de l'intégrale le long de deux courbes issues d'un même point, 
aucune de ces courbes n'étant une caractéristique. 

2. Nous traiterons d'abord un certain nombre de problèmes préliminaires : 

Problème I. — Soie ^(l") une fonction déjînie dans l^interv»alle (o, a), où a 
est positif. Déterminer une autre fonction ^(vT), définie dans le même inter- 
Kalle, et telle que Von ait 

(i) 9(3Cdr) — 9(x)=i::(x) (o<j:<flr), 

% étant une constante positi\e différente de Cunité, 

Mous pouvons supposer a> i; en efl'et, en changeant x en — dans la relation 
précédente, elle devient 

et nous obtenons une relation de même forme, où % est remplacé par -, et7:(j') 
par — t:/ — J • Nous supposerons constamment dans la suite % supérieur à un. 



kO^^LMA -. . 
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Si la fonction cherchée o(x) doit être continue pour x = o^ ce que nous 
admettons aussi, cp(aa:) — 'f (^) l-^nd vers zéro avec x\ la fonction tz{x) doit donc 
tendre vers zéro lorsque x tend vers zéro pour que le problème soit possible. 
Cette condition étant vérifiée, on déduit de la relation (i), en y remplaçant suc- 

cessivement x par — > -^> • • •> — -> • • •> 



• 



?(?) -?(5)=^(5'' 

et par conséquent 

. . ^ / X \ 

Lorsque le nombre n croît indéfiniment, — tend vers zéro et cpf — ) a pour 
limite ç(o). Pour qu'il existe une fonction o{x) répondant à la question, il faut 
donc que la série dont le terme général est "f^f — ) soit convergente, et, lorsqu'il 
en est ainsi, la fonction o(x) a pour expression 

(3) cp(j7)=:9(o)-+-7r(^)-f-7:(^j) 4-... 4-7:^^)4-.... 

On voit que cette fonction o{x) est complètement définie, à une constante 
arbitraire près ©(o), comme il était évident a priori, et l'on vérifie immédiate- 
ment sur la formule (3) que la fonction o(x) satisfait bien à la relation (1) dont 
on est parti. 

Si la série 



H- 00 



«> 2-5 



n-.l 



est convergente dans un intervalle (o, 6), où o <; 6 < a, elle sera convergente 
dans tout l'intervalle (o, a), car, à partir d'une valeur de n assez grande, 

— j 7, ••• seront inférieurs à b. Tout dépend donc de la façon dont la fonc- 

lion '!z(x) tend vers zéro avec x. S'il existe une puissance positive de x^ soit x^^ . 

telle que le rapport tende vers une limite, la série est convergente. Plus 
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généralement, supposons qu'il existe trois nombres positifs [x, e, K, tels que 

Ton ait 

i:(x)\<.Ka:^ pour o<^<£. 



rn 

A partir d'une valeur de n assez grande, — sera inférieur à e, et l'on aura 



<^) 



.tV- KaV- 



les termes de la série (4) sont donc inférieurs en valeur absolue aux termes d'une 
progression géométrique dont la raison a'H* est inférieure à l'unité. 

Le même raisonnement prouve que la série est uniformément convergente dans 
l'intervalle (o, a). Si la fonction t^{x) est continue dans cet intervalle, il en sera 
donc de même de la fonction o(x). 

Remarques. — i® Lorsque la série (4) est convergente, la fonction ©(-c) est 
définie dans un intervalle (o, fla), plus grand que Tintervalle (o, a), mais la rela- 
tion (i) n'est vérifiée que dans l'intervalle (o, a), si la fonction "^{x) n'est définie 
que pour les valeurs de x inférieures à a. 

2*^ 11 est facile de former des exemples où la fonction ti{x) tend vers zéro 
avec j:, sans que la série (4) soit convergente. Soit 

log^* 



on a 



<^ = 



-<-:) 



n loga — logx 



' > 



et le produit /itiI — J a une limite positive -, : la série (4) est donc diver- 
gente. 

3" Le problème que nous venons de résoudre n'offre aucune difficulté si l'on 
suppose la constante a négative. 

Soit a = — j3, ^ étant positif. On peut clioisir arbitrairement la fonction cd(j7) 
dans Tintcrvalle (o, a) et la relation 

^{— ?»X) ^ 0{X) z^ T.{X) 

fait connaître le prolongement de cette foncUon dans l'intervalle ( — afJ, o). Le 
problème est donc tout à fait indéterminé dans ce cas. 

3. Nous allons supposer maintenant que la fonction t.(x) est continue et admet 
une dérivée "r! {x) continue dans Tintervalle (o, <:/), et, en outre, que cette dé- 
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rivée '^'{x) satisfait à la condition de Lipscliilz, c'est-à-dire qu'il existe une 
constante positive K| telle que l'on ait Tinégalité 

(5) l7r'(:r)I<K,x 

pour toute valeur de x comprise entre o et a. Si K est la valeur maximum 
de '^\x) dans cet intervalle, on aura aussi, d'après la formule des accroissements 
finis, 

(6) \t:{x)\<¥.x 

pour toute valeur de x entre o et a. 

Prenons o(o) = o. La série qui représente ç(^) et celle que l'on obtient en 
prenant les dérivées 



-♦- 00 



2 i ""' (è) 

n = \ 



sont uniformément convergentes dans l'intervalle (o, a). La remarque a déjà été 
faite pour la première; quant à la seconde, remarquons que l'on a 



a" V a" 






et — ^ est le terme général d'une progression géométrique décroissante. La fonc- 

lion o{x) admet donc aussi une dérivée o'{x) continue dans l'intervalle (o, a), 
et nous pouvons écrire 



ao 



n=\ n=l 

11 est facile, d'après ces formules, d'avoir des limites supérieures pour les 
valeurs absolues de o(a^) et de ©'(x). Nous avons, en effet, d'après les inégalités (5) 
Cl (6), 

(7) cp (j:) <K J? - -^ — : -H. .. -H — 4-... izz 



a a^ a"- ) a — i 

4. Problème IL — Soit /(x^ y) une fonction continue dans le rectanp^le l\ 
défini par les inégalités 

oUxla, oS Y-aQs.1 
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détcrminei\une intégrale de V équation 

(9) 5?l;;=^(^'->')' 

continue dans ce rectangle, et s^ annulant le long des segments des droites 
V = x et y = ax (a >> i), situés dans ce rectangle. 

L'intégrale générale de Téquation (9) est 

- = F(x,y)-+-9(j7)-+-a^(v), 

zi{x) et ^{y) élanl deux fonctions arbitraires, et V{x^y) étant l'intégrale double 



Les deux fonctions o(^) et 'i(jK) sont déterminées par les deux conditions 



(10) 



d'où Ton tire 



F(j:,j?) h- 9(jc) -|-i|i(:r) == o, 
F( j:, olx) -+- o( j?) H- ^(aj:*) = o, 



(11) ^{OLX) — ^{X)^=^Y(^X^X) —'Y{XyaLX)^^TZ{x). 

La fonction t:(j7) qui est au second membre est définie dans l'intervalle (o, <?). 
On en déduira donc pour 'K^) une fonction continue définie dans l'inler- 
valle (o, aa). Nous avons ensuite 

^(^x)-=^ — ^{x) — Y{x,x), 

égalité qui détermine la seconde fonction C5(^); celte fonction o(a:) est continue 
dans l'intervalle (o, a). Les fonctions o et i|/ étant ainsi obtenues, l'intégrale 

z — Y{x,y)-\'0{x)-\-^{y) 

est continue dans le rectangle R, et satisfait à l'énoncé. 

Il est facile d'avoir une limite supérieure de la valeur absolue de cette inté- 
grale. Supposons que dans le rectangle R la valeur absolue de f{Xy y) reste infé- 
rieure à un nombre posilif M; la valeur absolue de F(jr, j^)est inférieure à Ma:y, 
et les dérivées partielles 

— =jf /(x, r)^r, -^=j^ Au. y) du 
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sonl respectivement inférieures en valeur absolue à My et à Mx, 



âF 
âx 



<M/, 






<Mx. 



D'ailleurs on peut écrire 



7r(j?) = (l — 0L)xVy{x,lx)y 



X^ étant compris entre i et a; on a donc 



t:{x) I <M(a — i)x*. 



Si nous supposons ^(o) = o, nous avons 



^(.)=.(f)+.(5) 



X 



et; par suite, 



14;(:r)|<M(«-.)x=jiï-+-^^ + 



a 



m 



ou 



(12) 



ll(^)l< 



« -+- 1 



••> 



Pour trouver une limite supérieure de | o{x) |, remarquons que l'on déduit des 
relations (lo), en cli.mgeant dans la première de ces relations x en aj7, et en 
retranchant membre à membre, 

9(ajr) — (^{x)^=^¥{x,(xx) — F(aa:, ax) = 7ri(a:), 

relation qui permet de définir la fonction o{x) dans Tintervalle (o, a), car le 

second membre tz\{x) est défini dans rintervalic (o, - )• On a, dans cet inter- 
valle, 

t:^{x) =z {i — ct.)x\\{lx, (XX), 

\ étant compris entre i et a, et, par suite, 

|7ri(x)|<Ma(a — i)a^*. 

La fonction ©(x) est elle-même représentée par la série convergente 



9(x) = 7:,(f)+7:.(^,) 



T, 



X 
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et l'on en conclut comme tout à Theiire que, dans Tintervalle (o, a), on a 

Dans le rectangle R, on a donc 

(i3) . <Ma:y4--— -4-— — . 

a H- I oc H- I 

Cette fonction z admet elle-même des dérivées partielles -t-> t-' continues 

*■ ox ay 

dans le même domaine. On a, en efTet, 

t:\x) =. Fi(^, x) -+- Fj(jr, x) — F,(j?, a^) — <xFt{x, a:r), 
en posant 

ce que l'on peut encore écrire 

r,'(x) = F,(.r, j:) — F,(j:, ax) H- Fj(j:, a:) — aFj(j:, (xx) 
rrz (i — (x)xf{x, rix) -h Fj(a?, j?) — aFi(j:, eux), 

Tj étant un nombre compris entre i et a. On aura donc, dans l'intervalle (o, a), 

|7:'(:r)|<M(a — i)^-hM(i-i-a)j: = 2Ma;r; 

on en conclut que la série des dérivées 



est uniformément convergente dans l'intervalle (o, aa) et que la somme de cette 
série est plus petite en valeur absolue que la somme de la série 

,, \ I I I ) 2Maj? 

La fonction ^(y) admet donc une dérivée continue dans Tinlervalle (o, aoc) 
dont la valeur absolue vérifie la condition 

(i4) l^(r)l< 



a»-^i 



On a de même 



7:\{x) = F|(x, ax) -+- aFj(j:, a^) — a F, («a:, ax) — (x¥i{(xXy(xx) 
1= a[Fj(^, ao:) — • Fj(avC, ax)\ -j- F^ix^ax) — aF,(a^, ax). 
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el Ton voit comme tout à l'heure que la valeur absolue de ''^'f (^) dans Tinter- 
valle ( o, - J est inférieure à 

ol{ol — i)Ma:H-Maj:4-Ma*jr=i:2Ma*.r. 

On en déduit ensuite que la fonction ^{x) admet une dérivée o\x) continue 
dans rintervalle (o, a) dont la valeur absolue satisfait à la condition 



('4') 



' ^ ' a* — I 



Il résulte de toutes ces inégalités que, dans le rectangle R, les valeurs absolues 



des dérivées -t^> -^ ont les limites suivantes : 

OJc oy 



(i5) 



dz_ 
dx 



M/ 



3Ma*j? 



a'— I 



ày 



<}i\x 



2Ma j 



Dans un i*ectangle R', homolhétique au premier par rapport à l'origine et de 
dimensions r et ra(o <C /' = «), on aura les inégalités 



(i6) 



z I < AM/'S \p\< BM r, | ç | < CM/-, 



A, B, C étant trois nombres positifs qui ne dépendent que de a, 



('7) 



A = 2a, B = a -h 



TLO? 



a'— I 



C=zi-4- 



2 a' 



a'— I 



5. Lorsque la fonction y(x, j^) satisfait à la condition de Lipschilz, on peut 
trouver des expressions différentes pour les limites supérieures de |çp'(:r)| et de 
I 'y(y) |, ne contenant pas a — i en dénominateur. Supposons, en effet, qu'il 
existe deux nombres positifs H et K tels que l'on ait 

\f{^\y')-J\x,y)\<\l\x-x\ + K\y'-yl 

(x^y) et (x',^') étant les coordonnées de deux points quelconques du rectangle R. 
Nous pouvons écrire comme il suit la dérivée '^{x) 

n'{x)=zFi(x, x) — F,(jr, ax) -+■ Fî{x, x) — F,(j7, olx) -h (i — a) Fj(j7, olx) 
on a, comme plus haut, 



|Fi(a', ^) — F,(a;, ao;) I <M(a — i)x 



el 



F,(j:, olx) I <Ma?. 



Foc, de r., -i* S., VI. 



'7 
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La différence F2(j?, 7.x) — ^'^{x^ x) est égale à 

et la fonction sous le signe / est, d'après Thypothèse faite, inférieure en valeur 

absolue en K(a — \)x\ la valeur absolue de Tintégrale est donc elle-même infé- 
rieure à K(a — i)^^, et, par suite. Ton a 

\t:'{x) |<2lVI(a — i)j:4-K(a — i)x«. 
On en conclut, en reprenant les calculs du paragraphe précédent, les inégalités 






^y' 



a H- I a* -h a H- I 



ày 



<Mj: 



2Mr 



Ky' 



a -h I a'-h a 4- I 



En partant de l'expression de tz^^x)^ on établira par une marche toute pareille 

les inégalités 

\ti\{x)\<iM.<x{ol — i)j?4-H(a — i)axS 

. , , . . 2Max WoLx^ 

\9 {^)\< 



dz_ 
dx 



<M/ 



a H- I a=H- a -t- I 



a H- I 



a'-h a -h I 



6. Nous arrivons maintenant à l'objet essentiel de ce travail, qui est la résolu- 
tion du problème suivant : 

La fonction /{x^y^ 5, /?, q) étant continue dans le voisinage des valeurs 
x=^y = z=p=^q^=^o^ trouver une intégrale de V équation 



(i8) 



dx dy 



J ôz âz\ 



continue dans le voisinage de V origine, et qui soit nulle sur deux segments 
de droites issues de l'origine. 

Pour préciser entièrement les conditions du problème, nous supposerons que 
la fonction /{x, y^ z^p^q) est continue pour tous les systèmes de valeurs des 
variables satisfaisant aux conditions 



(•9) 



oSxSaf 



oSySaoL^ 



z\<l, \p\<9, |7|<Q, 



et que sa valeur absolue reste inférieure à un nombre positif déterminé M, dans 
ce domaine. Nous supposons de plus qu'il existe trois nombres positifs H, K, L, 
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tels que Ton ail 

(20) |/(ar, r, z', p', q') -/( x, V, c, />, 7) |< H| ^'- 5 1 -+- K|/>'- /> | + L| 7'- </ |, 

x^y^ 5,/?, 7 el ^, r, ^'^p\ y' étant deux systèmes quelconques de valeurs des va- 
riables satisfaisant aux inégalités (19). On se propose de déterminer une intégrale 

continue, ainsi que ses dérivées ^> -p> dans un rectangle situé dans Fangle^rO)^ 
et défini par les inégalités 

/* étant un nombre positif inconnu; cette intégrale doit être nulle le long des 
deux segments de droite situés dans ce rectangle, appartenant aux droites y = x^ 
y = CLX (a désignant toujours un nombre positif supérieur à un). 

La méthode des approximations successives conduit à former une suite de 
fonctions 



(21) 



'0> *'!» •••» •'/l— 1» *»/»» 



se déduisant Tune de l'autre par le procédé suivant : on pose ^0 = 0, et Ton prend 
pour 5,1 rintégrale (que nous avons appris à former aux paragraphes précédents), 
de Téquation 

qui est nulle le long des deux segments de droite considérés. Montrons d'abord 
que, si le nombre positif r est assez petit, toutes ces fonctions ^1, Z2j . . .1 ^/^ . . 
sont continues dans le rectangle R' de dimensions r et ar. Supposons, en efict, 
que dans ce rectangle on ait 



;;„_,! <z, !/>„_, |<P, \gn-\\<Q; 

alors la valeur absolue de 

/\'^f y y ^n-u Pn-M ^n-\ ) 

est inférieure à M dans R'. La fonction Zn est donc continue ainsi que ses déri- 
vées -^, -4^ dans le même rectanerle, et Ton a dans ce domaine 
dx dy ° 

zn I < MA/-«, |/>„ I < MBr, 1 7^ |< MCr, 

A, B, C étant trois nombres positifs qui ne dépendent que de a. Si Ton choisit r 
assez petit pour que Ton ait 

(23) MAr»<Z, MBr<P, MGr<Q, 
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la fonclion z„ satisfera aux mêmes conditions que z„_i dans le rectangle IV. 
Comme la première fonction Zo est nulle, on voit que toutes les fonctions Zi de 

la suite (21) sont continues ainsi que leurs dérivées partielles -r^> --v— > dans le 

rectangle R', si le nombre r satisfait aux inégalités (22). 

Pour savoir si la fonction^;, tend vers une limite lorsque le nombre n augmente 
indéfiniment, il suffit de rechercher si la série 

est convergente. Or, nous avons, d'après la façon dont les fonctions z„ ont été 
définies, 

^^^^ ^âxày '^/(•^' y* ^"-»' ^'»-»' ^"-^^ —f(^y /» ^«-î» Pn-t^ 7«-î)' 

et la difiérence Zn — Zn-i est nulle le long des deux portions de droites y = x^ 
y=z oLx, situées dans le rectangle R'. Nous avons,* d'après l'inégalité (20), 



\/{^f y, -n-l, Pn-lf qn-x) — /(j?» /, -n-î, Pn-iy Çn-l) 

< H| Zn-i — -«-, I -h K\pn-i —Pn-t \ "^ L| Çn-i — V«-î | ; 

si dans le rectangle R' on a constamment 

(25) I Zn-.'-Zn-t I < T, IPn-i-Pn^t |< T, | Çn-i- Çn-l | < T, 

le second membre de l'équation (24) reste inférieure (H + K. -H L)T et, d'après 
les résultats établis plus haut, on aura aussi, dans le même rectangle R', 



^n -^«-,|<A(H-+-K-HL)TrS 
(26) j |/>„_,^/?n-5|<H(H-+-K4-L)Tr, 

9„_»-ç,_,|<C(Hh-K4-L)T/-, 



A, B, C étant les nombres positifs donnés par les formules (17), qui ne dépendent 
que de a. 

Supposons que l'on ait choisi r assez petit pour vérifier, en même temps que 
les inégalités (22), les conditions nouvelles 

(27) A(H-f-K-hL)/-^<X, B(H-hKH-L)r<X, C(H -+- K -+- L)r< X, 

A étant un nombre positif inférieur à l'unité; le nombre r étant ainsi choisi, nous 
aurons dans le rectangle R^, de côtés /* et ra, les nouvelles inégalités 

(28) \Zn—Zn..i\<lT, \pn — Pn-l\<y^, | <7« — 7«-l I < ^ '*'» 

de même forme que les inégalités (20) où T est remplacé par AT. 
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Cela étant, soit 0\L le plus grand des trois nombres Z, P, Q. On a d'abord, dans 
le domaine considéré, 

I 5, - Jo |'< OU, |yt?, — y[?o I < OfL, I <7, - <7, 1 < OfL, 
puis 

et d'une manière générale 
Les trois séries 

-♦- JO -♦- • -+- « 

2(-«— -/,-i), 2(^« — /^/i-i)» 2 (^/*— 7/1-1 ) 



« — I n — l n = 1 



sont donc uniformément convergentes dans le rectangle R'; w(jr, y) étant la 
somme de la première, les sommes des deux autres sont respectivement -— et -r- . 
En d'autres termes, lorsque le nombre n augmente indéfiniment, les trois fonc- 
lions z„, -^—y -7— tendent respectivement vers w(j:, j^), -p > j-* L^ demonslrii- 

lion prouve aussi que les dérivées -7-» -r- sont continues dans le rectangle IV. 
La série 

2 à''(Zn—Zn-x) 
dxdy 

est aussi uniformément convergente. Nous avons, en effet, d'après la façon dont 
on a choisi r. 



dxdy 



<(H-hK + L)01L>l«-«; 



il s'ensuit que .. ^" a aussi pour limite la dérivée -; — r- lorsque n croît indéli- 
^ dxdy ^ drdy ^ 

niment. Cela étant, imaginons que dans la relation 



dxdy 



-^['''^""'-''irr'-djr) 



le nombre n augmente indéfiniment; la fonction y étant continue, il vient à la 
limite 



i3o 
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D'ailleurs, îl est clair que la fonclion co(j?, y) esl nulle le long des clroîtes^ = J7 
et y = dXj dans le rectangle R'. Cette fonclion co(^, y) est donc une intégrale 
de Tëquation proposée, continue dans le rectangle R', et satisfaisant à toutes les 
conditions de Ténoncé. 



7. Il n'existe pas d^aulre intégrale que celle-là satisfaisant aux mêmes condi- 
tions. Soit, en effet, u{x^ y) une intégrale de Téquation (i8), continue ainsi que 
ses dérivées partielles dans une portion de l'angle xOy^ voisine de l'origine, 
limitée par les axes eux-mêmes, et nulle le long des dvoiiesy = x et y = olx. 
Choisissons un nombre /•'^r assez petit pour que les fonctions u{x^ y)^ 

-r-> -T- soient continues dans le rectangle R"de dimensions r\ oLr'. et que l'on ait 
ax oy » » T 

dans ce rectan^^le 



« l< Z, 



dx 



<P. 



du 
Oy 



<Q, 



du du 



ce qui est toujours possible, puisque les trois fonctions u(x,y), -r— > — doivent 
eHre nulles à l'origine. En partant de la relation 



d'{u — z 
dx dy 



n) ^( àu du\ 



et en raisonnant comme au paragraphe précédent, on en conclut de proche en 
proche les inégalités 



« — -/»|<^rLX", 



du 
d^-^P- 



< on. X", 



du 
Ty-"^'^ 



d\L )i« ; 



la différence u -^ Zn tend donc vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, et la 
fonction w(j7, y) est identique à (i)(j7, y) dans le rectangle R". 

La limite que nous avons obtenue pour le nombre r est, en général, beaucoup 
trop faible, et l'intégrale cherchée existe dans un domaine plus étendu. Un cas 
particulier intéressant est celui où Ja fonction y*(j:,j^, 5,/?, y) est continue pour 
tous les systèmes de vpleurs de -s, p^ y, pourvu que x et y restent compris res- 
pectivement entre o et a et o et a7,\ on n'a pas alors à se préoccuper des condi- 
tions (22), et le nombre r doit vérifier seulement les inégalités (27), C'est ce qui 
arrive en particulier lorsque la fonction f est linéaire en ^, /?, q. On peut même, 
dans ce cas, démontrer l'existence de la fonction intégrale dans un champ beau- 
coup plus étendu. Considérons l'équation 



(3o) 



S=^ap+ bq ->r es -^ 






<i, 6, c, g étant des fonctions des variables x^ y^ continues dans le rectangle OABC, 
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l3l 



a)^anl pour diagonale OB la droîle y = ax, et soient OA = /, OC = U les deux 
coles (/ig. i). La mélhode générale prouve que l'équation (3o) admet une inlé- 



Fi 



g- » 




grale ^1 = o(x,y)^ continue dans le rectangle ODEF, homothétique au premier, 
et s'annulant le long de la diagonale OE et le long du segment OG de la bissec- 
trice de l'angle xOy, On peut prolonger cette intégrale dans la portion du rec- 
tangle OABC qui est extérieure au rectangle ODEF. Il suffit, pour cela, de 
s'appuyer sur les remarques suivantes. 

Soit z = F(x^y) une intégrale d'une équation de la forme 

continue, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, le long d'une portion 
de caractéristique. Supposons, par exemple, pour fixer les idées, que, pour 
X = Xqj et ^ compris entre deux limites j^oj yi> la fonction F(xQ^y) coïncide 
avec une fonction déterminée de j', soit ^{y)' La dérivée partielle 



7 = 



dV 



est connue par ià même lorsque^ varie àcy^ ày|. Quant à la dérivée partielle 






elle satisfait à l'équation différentielle 



^ — /(^o,r, F(^o,7), p, ivC-^o»/)); 
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îl suffira donc de connaîlre la valeur de p en un point de la caractérislique pour 
qu'elle soil déterminée en tous les points de cette caractéristique. Nous voyons par 
là que, si deux surfaces intégrales, représentées par les équations 

ont une portion de caractéristique commune, et si elles se raccordent en un 
point de cette caractéristique, elles se raccordent tout le long de la portion 
de caractéristique commune. 

Cela posé, soit H le point où la bissectrice de l'angle j:0^ rencontre le côté AB 
du rectangle extérieur; soit KH la parallèle à l'axe O^. Nous supposerons, comme 
c'est le cas de la figure, que cette parallèle rencontre le côté DE du rectangle inté- 
rieur en un point K compris entre G et E. Les fonctions a, 6, c, g étant con- 
tinues dans le rectangle GLHK, il existe une intégrale de l'équation linéaire (3o), 
continue ainsi que ses dérivées partielles dans ce rectangle, s*annulant le long de 
GH, et prenant le long de GK la même valeur que l'intégrale 5| = îp(j?,^') qui 
est supposée définie dans le rectangle intérieur ODEF et sur son contour. Soit 
z-2, la nouvelle intégrale ainsi définie dans le rectangle GLHK; les deux inté- 
grales Zx et ^2 S6 raccordent au point G, puisqu'elles sont nulles l'une et l'autre 
quand on se déplace suivant la bissectrice OGH. Donc elles se raccordent tout 
le long de GK et en particulier au point K. 

Dans le rectangle ALGD il existe de même une intégrale ^3, continue ainsi 
que ses dérivées, coïncidant avec Zx le. long de DG et avec z^ le long de GL. Les 
trois intégrales 3|, 53, z^ se raccordent au point G; donc Zx et z^ se raccordent Je 
long de GD, et z^ et z^ se raccordent le long de GL. Dans le rectangle EKHM, 
on a de même une intégrale ^4, continue ainsi que ses dérivées, se raccordant avec 
Zx le long de EK. et avec z^ le long de KH, 

Dans le rectangle EMBP il existe aussi une intégrale -35, continue ainsi que 
ses dérivées, nulle le long de la diagonale EB et prenant la même suite de valeurs 
(|ue C4 le long de EM. Les deux intégrales Zx et z,^ se raccordant au point E, leur 
plan tangent commun renferme la bissectrice OB; il s'ensuit que les intégrales z^ 
et w5 se raccordent aussi au point E et, par suite, tout le long de EM* Enfin, dans 
le dernier rectangle EPGF, nous avons de même une intégrale ^0, continue ainsi 
que ses dérivées, se raccordant avec Z\ le long de EF et avec z^ le long de PE. 
Nous avons ainsi, dans chacun des six rectangles partiels que forme le rectangle 
complet OABC, une intégrale Zi{i = 1, 2,3, 4? â> 6)> qui est continue, ainsi que 
ses dérivées partielles du premier ordre, et en un point commun au contour de 
deux de ces rectangles les intégrales se raccordent toujours. L'ensemble de ces 
six intégrales Zi forme donc une intégrale, qui est continue, ainsi que ses dérivées 
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partielles du premier ordre, dans tout le rectangle OABC. D'après la façon dont 
elle a été obtenue, cetlft intégrale est nulle le long des droites OH et OB. 

On raisonnerait d'une façon analogue si la parallèle menée par H à Taxe 0.r 
coupait la droite DE au-dessus du point E. Il suffirait d'employer un ou plusieurs 
rectangles intermédiaires, homolhétiques au rectangle OABC et compris entre 
OABCetODEF. 

Le même procédé de prolongement par raccordements successifs s'appliquerait 
aussi à l'intégrale de l'équation non linéaire s =/(x,y^ z^py q), qui s'annule 
pour j^ = J7 et pour y=zcLXj mais on ne peut assigner à l'avance Tétendue du 
domaine où cette intégrale est continue, sauf dans des cas particuliers analogues 
à celui que nous venons de traiter. 

8. Le résultat obtenu paraît très particulier, mais il est facile de le généraliser. 
On a d'abord une généralisation immédiate en se proposant de déterminer une 
intégrale continue dans un rectangle ayant un de ses sommets à l'origine, un 
second sommet A sur Ox, un troisième sommet B sur Oj', et se réduisant pour 
y=zmx à une fonction donnée ç(^), et pour j^ = /W|j? à une autre fonction 
donnée Çi(^), en supposant, bien entendu, o(o) = cp,(o). Les coefficients m et 
/??! sont supposés positifs*, et les fonctions 'o{x) et 0| {x) sont supposées continues, 
ainsi que o' [x) et ^\{x) lorsque x varie de o à un nombre positif a. Il suffit (en 
supposant m^ > m) Ae poser mx^= x\ puis 

pour être ramené au problème déjà traité. La fonction Z doit satisfaire à une 



m 



I ^1 



équation de même forme, et s'annuler le long des droites y =^ x'y et j' = — x 



m 



dans le voisinage de l'origine. 

Nous allons maintenant passer à un problème plus général, en supposant que 
l'on se donne les valeurs de la fonction intégrale le long de deux courbes issues 
de l'origine. Nous examinerons d'abord le cas où Tune des courbes est la bissec- 
trice elle-même de l'angle xOy^ l'autre courbe OMA étant située tout entière au- 
dessus d'une droite y = aj?, a étant un coefficient supérieur à un. Celte condition 
exige que Tare OMA ne soit pas tangent à l'origine à la bissectrice OL et ne ren- 
contre pas cette bissectrice, sauf à l'origine. Soit 

(3i) y — Tsi^x) 

l'équation de l'arc OMA; la fonction nj(^) est supposée continue et croissante 
lorsque x croît de o à a {fig- î*)- 

Fac. de T,, 2« S., VI. l8 
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Nous supposerons de même que la dérivée t3'(x) est continue dans i'inler- 
valle (o, a), sauf peut-être à l'origine (ce qui arrivera si l'arc de courbe OMA. 

Fig. 2. 




est tangent à l'axe Oy), et que cette dérivée Tïj'(:r) ne s'annule pas dans l'inter- 
valle (o, a), ce qui aurait lieu s'il y avait sur OMA un point d'inflexion avec une 
tangente parallèle à Ox, Dans ces conditions, la fonction inverse 

est une fonction conlinue de la variable^ dans l'intervalle (o, 6), b étant l'or- 
donnée du point A. En désignant toujours la variable indépendante par la lettre x^ 
nous voyons que la fonction m~*(x) est continue et positive dans l'inter- 
valle (o, b)] elle croît de o à a lorsque x croît de o à 6. La dérivée 

est elle-même continue dans l'intervalle (o, 6). On a, en outre, les inégalités 

X 



dont la première s'applique à toutes les valeurs de x dans l'intervalle (o, a), et la 
seconde à toutes les valeurs positives de x inférieures à 6. 
Nous poserons encore 

et, d'une manière générale, 

en raisonnant de proche en proche, on voit aisément que toutes ces fonc- 
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lions m~^{x) sont continues et admettent une dérivée première continue dans 
l'intervalle (o, b). On a, de plus, 



el, en général, 



ce ce 



(32) CJ-'^(a;)<^. 

Il est facile d'avoir une limite supérieure de la valeur absolue de la dérivée 

dju 
Nous avons, en effet, 



et par suite 

d_^ 
dx 



[^-«(^)]=^(^-(«-1)(^))Ç(gJ-^«-»)(^))...|(c7-H^))?(^). 



La dérivée \{x^ a un certain maximum N lorsque x varie de o à 6, et, d'autre 
part, celle dérivée tend vers une limite que nous pouvons supposer inférieure ou au 

plus égale à — > en choisissant convenablement le nombre a, qui n'a pas été com- 
plètement précisé jusqu'ici, puisqu'on peut le remplacer par tout autre nombre 
plus petit supérieur à un. Nous choisirons ce nombre a de telle façon que, pour 
toute valeur de x inférieure à un nombre c <^b^ on ait 

D'autre part, il ne peut y avoir dans la suite 

qu'au nombre limité de termes supérieurs à c, puisque l'on a f3~'^(b) <. — • Sup- 
posons qu'il y en ait/?; il y aura a fortiori p termes au plus de la suite 

supérieurs à c. Cela étant, si n^p, on a évidemment 



^ !--"(-)! 



<N«<N^; 
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si n> Pj on a 



é !-"(-)! 



<N'' 



iO' 



-P 



Dans les deux cas, on peut écrire 



(33) 



^\^-"^^^^ 



a" a"' 



[ji étant un nombre positif déterminé qui ne dépend que de la fonction ts{x). 

9. Cela posé, nous n'avons qu^à suivre absolument ta même méthode que dans 
le cas particulier déjà traité où la fonction xs5{x) se réduit kxx. Les modifications 
qu^il faut apporter sont peu importantes, et nous tes indiquerons rapidement. 

Problème I bis. — Soit t^{x) une fonction définie dans Vinten^alle (o, a). 
Déterminer une fonction ^(x) satisfaisant dans cet intervalle à la relation 



(34) 



9(cj(x)) — 9(x)=i7r(^), 



oîi Ts{x) est la fonction qui a été définie au paragraphe précédent. 

Si Ton admet encore que la fonction 'f (a:) tend vers zéro avec jj, cette fonction 
doit être la limite, pour n infmi, de l'expression 

r.[TS-^{x)) -+-7r(cj-*(^)) -+-.. . -+-7r(n5-'*(x)); 
il faut donc, pour que le problème soit possible, que la série 



-»-• 



(35) 



^t{w-''{x)) 



/!= 1 



soit convergente. 11 en est ainsi toutes les fois que la fonction '^{x) satisfait à 
une condition de la forme 

T.{x) I < K^, 



K étant un nombre positif déterminé. On en déduit, en effet, d'après l'inéga- 
lité (32), 

et les différents termes de la série (35) sont inférieurs en valeur absolue aux 
termes d'une progression géomélrique décroissante. Si, de plus, la fonction ^^{x) 
est continue, il en est de même de la fonction 'f (^), et Ton trouve pour limite 
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supérieure de |?(^)1 l'expression suivante : 

|9(x)|<K-4-K^, 4-...4-K4-t-..- 
ou 

l9(-^) <;; — r» 

ce — I 

formule toute pareille à la formule (7) du n" 3. 

Si la fonction tz(x) admet elle-même une dérivée tz'{x) continue dans l'inter- 
valle (o, a) et satisfaisant à la condition de Lipschitz, on a encore, pour toute 
valeur de x dans cet intervalle, 

(36) l7:'(^)|<K,ar, 

Ki étant un nombre positif convenablement choisi. La dérivée du terme général 
de la série (35) 

est elle-même continue entre o et a, et sa valeur absolue est inférieure, d'après 
les conditions (32), (33) et (36), à 

La fonction o (x) admet donc elle-même une dérivée continue 'f '(^) dans l'inter- 
valle (o, a) et Ton a 

I (p'(a:) |< Kjfzor (^- -^ --+-... -h ^, -i-. . .j = -^, 

formule qui ne diffère de la formule (8) que par la présence d'un facteur jjl, ne 
dépendant que de la fonction w{x). 

Problème II bis. — Soi(,f{x^y) une fonction continue dans le rectangle R 
défini par les inégalités 

o'ixlay o£/56, 

déterminer une intégrale de Inéquation 

ê 

(37) 5^1^ ^•^(•^'^)' 

continue dans ce rectangle et s' annulant le long de la bissectrice y =. x^ et 
le long de l'arc OMA représenté par Inéquation y = w{x). 
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Posons, comme plus haut, 

T{X,Y)=C du C f(u,i')di' 



rintégrale générale de réqualion (37) est 

- = F(^-,j)-+-?(-^)-i-4^(/)» 

'^(j?) et A(y) désignant deux fonctions arbitraires que l'on déterminera par les 

deux conditions 

F(a?, j?) 4-9(0?) -4- "^{x) =0, 



On en déduit, par exemple, 

^(X3{x)) — ^{X) z= F{Xf X) — F(XfT3(x)^ =7:(J7), 

et la fonction 4(j7)est égale, en supposant ^(0) = o, à la somme de la série 

i\t{x)—T:(fs-^{x)) -i-7:(TïJ-'(x))4-.. .-^n^xs-'^ix)) ■+- 

Si la valeur absolue dc/{x,y) dans le rectangle R reste inférieure à M, on a 

encore 

\r.(x) I <Mx \x3(x) — X \<M{(x — 1)0-* 

el, par suite, 

ou enfin, d'aprùs les inégalités (32), 



(38) 



\^{x)\< , 



a -H I 



formule identique à la formule (12) du n** 4. 

Pour avoir une limile supérieure de | ^'(x) |, remarquons qu'on peut encore 
écrire la série qui donne •i(-r) 



(39) 



Kx) = ;(a-) + ï(cj-'(j;)) +. . .+ Ç(cj-»(j;)) 



en posant 



(x) = 



= r (oT-< (x)"! — F(cj-' (x), Bj -' (x)) - F(ra-' (x), x). 
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On en déduit 

— F,(cj-«(a?), ^), 

^ii^^y) etF2(^,j^) désignant les dérivées partielles du premier ordre de la fonc- 
tion F(x,y). Mais on a 



F, (Tn-'(x), TS-'(x)) - Fi (cj-» {œ), .r) | < M | w^ (a:) - ^ | < M (~^ ) 



X 



et, par suite, 



a / a a a 



La dérivée du terme général de la série A(^), ou 
est moindre en valeur absolue, d'après cela, que le produit 



M 



f^-4-a ^ fx _wfA(f^-i-a) 



a a'* a'* 



M 



a 



2/t-t-i 



X. 



On en déduit que la série des dérivées est uniformément convergente et que 
Ton a 



(4o) 



^'(^)|<M ^i±-?^,4- 



a 



a*— 1 



X, 



On trouverait de même des limites pour | o(^) | et | f'(^) |, et par suite pour 



dx 



dy 



D'une façon générale, dans un rectangle homothétique au rec- 
tangle R relativement à l'origine et de dimensions r et ra (r étant un nombre 
positif inférieur à a), on a des inégalités de la forme (16) 



|^|<AMrS 



ôx 



<BMr, 



dy 



<CM/, 



A, R, C étant des constantes positives dont il est inutile de donner l'expression, 
et qui ne dépendent que de la fonction m(x). 

La démonstration du n^ 6 s'applique maintenant sans modification, et Ton en 
conclut que.réquation (18) admet une intégrale continue, ainsi que ses dérivées 
partielles du premier ordre dans un rectangle homothétique au rectangle donné R 
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par rapport à l'origine (le rapport d'homothétie étant suffisamment petit) et 
s'annulant sur la bissectrice et sur l'arc de courbe OMA. . 

Plus généralement, on peut se proposer de déterminer une intégrale, connais- 
sant les valeurs qu'elle prend le long de la bissectrice et le long de l'arc de 
courbe OMA. Pour fixer les idées, supposons que l'intégrale cherchée doive se 
réduire à une fonction donnée F(x) quand on y remplace y par j;, et à une autre 
fonction donnée 4>(^) quand on y remplace y par w(x). Il est clair que l'on doit 
avoir F(o) = 4>(o), et il est permis, sans restreindre la généralité, de supposer 
F(o) = 4>(o) = o. Nous supposerons de plus que les fonctions F(^) et ^(œ) 
admettent des dérivées du premier ordre continues lorsque x varie de o à a. Pour 
ramener ce problème au précédent, on peut procéder de la façon suivante. Formons 
d'abord une intégrale de Téquation 



dx dy 



= o, 



satisfaisant à ces conditions; il suffit, comme on vient de le voir, de déterminer 
deux fonctions cp et ^ satisfaisant aux deux relations 

(^{x)-\~^{m[x)) —^{x). 

Soit Z = ©(j?) 4- ^{y) la fonction ainsi obtenue. Il suffira de poser s == Z -+- w 
pour être ramené au problème précédent. 

10. Arrivons enfin au cas où Ton se donne les valeurs de l'intégrale le long de 
deux arcs de courbe OMA, ONB partant de l'origine {Jig* 3), et situés dans 





Fiîi. 3. 






3/ 


^y^ 


A 






/ Ji-^"^ — 


B 
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Tangle xQy, Soienty = mi^x) l'équation de OMA, y = wi (x) l'équation de ONB. 
Nous supposerons que ces deux fonctions ny(ar), xs^ (or) satisfont aux mêmes condi- 
tions que la fonction Tîy(jr) considérée dans les derniers paragraphes, et de plus 
qu'il existe un nombre a>> i, tel que l'on ait ny(.r)^aTïj| (:r) pour toute valeur 
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de X comprise dans un intervalle (o, a), où a]> o; ce qui exige que les deux arcs 
de courbe OMA et ONB ne soient pas tangents en O et n'aient pas d'autres points 
communs que Torigine. Enfin nous supposerons que Tare ONB n'est pas tangent 
à l'origine à l'axe O^. La dérivée xs\ (x), qui est supposée continue entre o et a, 
ne s'annule pas dans cet intervalle. Il en résulte que si Ton pose 

(40 m,{œ)^X, 

X sera inversement une fonction continue, admettant une dérivée continue, de la 
variable X, dans l'intervalle (o, iïï|(a)). Soit 

cette fonction inverse. La fonction 

X(X) = ©(«7«(X)) 

obtenue par la substitution dans 0(0:) est une fonction de la nouvelle variable X 
satisfaisant aux mêmes conditions dans l'intervalle ^o,ïïJ|(a)) que la fonc- 
tion C7(^) de x; en particulier, on aura 

X(X)>aX. 

Si donc l'on prend X pour nouvelle variable indépendante à la place de x^ 
toute équation de la forme 

conserve la même forme et les deux courbes OMA, ONB sont remplacées respec- 
tivement d'une part par la ligne droite y = X, d'autre part par un arc de courbe 
j/' = y(X). Nous retrouvons encore le cas qui vient d'être traité. 

L'intégrale dont on vient ainsi de démontrer l'existence dans un petit rectangle 
ayant un sommet à l'origine peut, en général, être prolongée dans un domaine 
plus étendu par des raccordements successifs, comme on l'a déjà expliqué en 
détail lorsque les courbes sont des lignes droites. 

H. Nous avons supposé jusqu'ici que les deux arcs de courbe OMA et ONB 
étaient situés dans le même des quatre angles formés par les caractéristiques 
issues du point O. Lorsque ces deux arcs sont situés dans des angles différents, il 
ne suffit pas de se donner les valeurs d'une intégrale le long de OMA et le long 
de ONB pour que cette intégrale soit déterminée. 

Supposons d'abord que les arcs OMA et ONB sont situés dans deux angles 
adjacents {Jig* 4)« 

Fac, de T., a» S., VI. ig 
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Une intégrale de Téquation s-=f{x^y^ z,p, q) est déterminée dans ranglejrOy. 
(ou du moins dans un rectangle de dimensions suffisamment petites ayant un 
sommet en O et les côtés issus de O dirigés suivant Ox et Oy), si l'on se donne 





Fig. 4. 
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J^ 











a> 
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^B 





^1 



les valeurs de Tintégrale le long de l'arc OMA, et si on l'assujettit en outre à se 
réduire à une fonction donnée 7:(j7) le long de O j; ; soit Z\ l'intégrale ainsi obtenue, 
qui n'est définie par les conditions précédentes que dans l'angle xOy, 

Il existe de même une intégrale z^^ qui est définie dans un rectangle placé 
dans j:0^', prenant les valeurs données le long de ONB et se réduisant pour^ = o 
à la fonction t\x). Si l'on choisit la fonction arbitraire 'îr(^) de façon que ces 
deux intégrales Zx et z^ se raccordent à Torigine, ce que Ton peut faire d'une 
infinité de façons, elles se raccordent tout le long de Oa:, et leur ensemble constitue 
une intégrale répondant à la question. 

Pour achever de déterminer le problème, on peut compléter les conditions aux 
limites, en se donnant les données de Cauchy sur l'un des arcs, OMA par exemple, 
et les valeurs de l'intégrale le long de OlNB. On est ainsi conduit à un problème 
mixte, qui a été étudié récemment par M. Hadamard dans le cas des équations 
linéaires {Bulletin de la Société mathématique^ t. XXXI). Enfin, lorsque les 
deux courbes OMA, ONB sont dans deux angles opposés par le sommet, il esi 
clair que Ton peut prendre arbitrairement les données de Gauchy sur chacun des 
arcs, pourvu que les intégrales obtenues se raccordent à l'origine. 



12. Dans le cas particulier de l'équation linéaire 



(42) 



d^z âz , dz 

ôjc oy ox ay 



le problème auquel ce travail est consacré peut se ramener au problème de Cauchy 
en résolvant d'abord un problème d'inversion d'intégrales définies. Pour fixer les 
idées, reprenons l'hypothèse primitive, et supposons que l'on veuille obtenir une 
intégrale se réduisant à /(^) le long de la droite y ■=. x ^l k o{x) le long de lar 
droite j' = aj:(a > 1). Les coefficients «, 6, c sont supposés réguliers dans le 
rectangle OABG (Jiff» 5) de dimensions OA = R, AB = Ra, elles fonctions/*(j:). 
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9(^) sont continues et admettent des dérivées conlinues/'(^), ^'{x) dans l'inter- 
valie (o, R). Soit M un point de la bissectrice OH de coordonnées (xo, ^o); la 
parallèle MP à l'axe Oy rencontre la droite OB en un point P de coordonnées 









Fig 
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(xoj a^o)î et la parallèle MN à l'axe Ox rencontre de même la droite OB en un 

•3? 

point P de coordonnées — et Xo* Désignons par u(x^y]Xo,yo) l'intégrale de 

l'équation adjointe qui intervient dans la méthode de Riemann (*). L'application 
de la relation fondamentale 






où 



M = auz -+- 



1 / dz àu^ 
- I u z 

2 \ dy dy ^ 

xT # \ l àz du\ 

N = buz -h - w-T z-r- ) 

•j \ ox ox J 



). 



et où z désigne l'intégrale cherchée, au contour du triangle MNP donne 



(43) 



("-)] 



(M;Z)n4-(ws)p 



-H f Ndx--Mdy. 



Dans cette égalité on doit remplacer ^o psir Xo dans la fonction «(x,^; Xo,yo)y 
et tous les termes en dehors du signe / sont connus d'après les conditions aux- 
quelles doit satisfaire la fonction z. Il en est de même des intégrales définies qui 
ne renferment ni -r^> °^ X"' ^' '^ ^^"' terme qui ne soit pas connu d'après les 



données est 



âx 



âv 



^p,"(l''"-è''-^)- 



(*) Darboux, Leçons sur la Théorie génét-ale des surfaces^ t. H, p. 70-80. 
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Si Ton parvenait à déterminer les valeurs de -^ et de -^ le long de la droite OB, 

on serait ramené au problème de Cauchj. Entre ces deux dérivées on a d'abord 

la relation 

,, . dz dz 

la relation (43) nous fournit une autre relation de la forme 



le second membre étant une fonction de Xq dont la connaissance résulte de celle 
des données. On déduit de ces deux conditions 



(i-ha*)/ u{x^0Lx;xQyœQ)-^dx 



£2 

a 



= F(j7o) -h OC I u{Xy ax; Xf^, Xo) (^' {x) dx z=z^(xq). 

a 

dz 
On obtiendra donc -y^ le long de OB en effectuant l'inversion de l'intégrale 

définie 

f u{XyOix;Xo,XQ)^{x)dXf 

y. 



£î 

a 



c'est-à-dire en déterminant la fonction ^{x)^ de façon que cette intégrale définie 
soit égale à une fonction connue de Xq. Nous renverrons pour ce problème aux 
travaux de M. Volterra (*). 



(*) Atli délia R, Accademia di Torino, 1896. — Rendiconti délia R. Accademia dei 
Linceiy 1896. — Voir aussi deux Notes de M. Burgatti, dans les Rendiconti délia R. 
A ccade m ia de i L in ce i, 1 908 . 



RECHERCHES EXPÉRIMENTALES 



SUR 



LES CLAPETS ÉLECTROLYTIQUES, 



Par m. Albert NODON. 



Un clapet ou soupape électrique est un organe qui est susceptible d ^interrompre 
le courant électrique dans une direction déterminée et de le laisser circuler libre- 
ment dans une direction inverse. 

Les clapets électroljtiques comportent une anode métallique de surface plus 
faible que la cathode, qui est constituée par un métal résistant à Fattaque chi- 
mique ou par du graphite. Les électrodes sont plongées dans un électroljte géné- 
ralement constitué par une dissolution saline. 

Historique. — Buff découvrit en i856 la propriété que possède l'aluminium, 
plongé dans une solution saline, d'arrêter le courant dans un sens et de le laisser 
circuler librement dans le sens opposé. Cette propriété fut utilisée par M. Du- 
cretet en 1874 pour redresser le courant alternatif. 

Une série de recherches furent poursuivies dans ce sens par MM. PoUack, Léo 
Gratz et Cari Llebenow, en modifiant la nature des solutions salines et le dispo- 
sitif de montage de Tappareil. En 189g nous reprimes les essais antérieurs et nous 
limes une série de recherches sur ce sujet, jusqu'en juillet igoS. 

Ces recherches nous ont amené à l'établissement d'un modèle définitif de sou- 
pape électrique, utilisé aujourd'hui couramment. Nous allons exposer rapidement 
les résultats de ces recherches. 

Effet clapet. — L'effet clapet est un effet d'ordre général, qui peut être réalisé 
à l'aide d'un métal de nature quelconque, plongé dans un électroljte et soumis 
à une différence de potentiel déterminée. L'effet clapet consiste à produire l'in- 
terruption d'un courant électrique dans une direction déterminée, au sein d'un 
électroljte, et à rétablir la circulation du courant dans une direction inverse de 
ce courant. 
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Les phénomènes de couches doubles sonl des effets elapets produits sous une 
différence de potentiel inférieure à un volt. 

Phénomènes dUonisation électroly tique présidant à V effet clapet, — Par la 
mesure des capacités électrostatiques des clapets agissant comme condensateurs, 
on constate que le diélectrique qui entoure le métal en le séparant de Télectro- 
lyte a une épaisseur de Tordre de grandeur des molécules. 

On constate, en outre, que la valeur de la charge électrique est fonction inverse 
du poids moléculaire du métal formant clapet. 

Le pouvoir inducteur spécifique des oxydes métalliques paraissant croître en 
raison inverse du poids moléculaire des métaux correspondants, on peutadmetlre 
ijue l'ionisation a pour effet de former une couche d'oxyde d'épaisseur molécu- 
laire à la surface de l'anode, et que les oxydes à poids moléculaire faible, tels que 
ceux de magnésium et d'aluminium, permettent de réaliser l'effet clapet sous une 
différence de potentiel plus élevée que les oxydes à poids moléculaire élevé, tels 
que ceux de mercure et de plomb. Dans ce dernier cas on obtient l'effet couche 
double. 

Les métaux qui permettront de réaliser l'effet clapet de la façon la plus parfaite 
seront ceux qui ont le plus faible poids atomique, et qui pourront donner nais- 
sance à des oxydes insolubles. Les deux métaux réalisant le plus complètement 
ces deux conditions sont le magnésium et Y aluminium. 

Cathode, — Dans les clapets électroly tiques, la cathode joue, en principe, un 
rôle secondaire. Elle doit être de nature telle, que les produits secondaires de la 
réaction électrolytique ne lui fassent subir aucune attaque chimique ni aucune 
modification physique nuisible. Sa surface doit élre sensiblement plus étendue 
que celle de Tanode, afin que la densité de courant par unité de surface y soit tou- 
jours faible, et que les causes de destruction précédentes y soient réduites au 
minimum. Le plomb pur et l'acier poli réalisent le mieux ces conditions; mais 
on peut également utiliser comme cathodes : le graphite dur ou des alliages d'alu-^ 
minium à forle teneur en cuivre ou en nickel. 

Densité du courant à l'anode, — Pour un métal anode déterminé, qui est 
plongé dans un électrolyte à température fixe et qui est soumis à une différence de 
potentiel déterminée, la grandeur de la charge qu'il est susceptible d'acquérir 
pendant Tunité de temps, sous l'influence de l'effet clapet, est fonction dé la 
densité de courant par unité de surface. Cet effet dépend également de la surface 
effective de l'anode, et enfin du rapport entre les surfaces de l'anode et de la cathode. 

On constate généralement une différence de potentiel de l'ordre du volt entre 
les deux électrodes. 
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L'épaisseur de la coiiclie du diélectrique est fonclion, dans de. certaines limites, 
de la densité de courant et de la durée de la charge. 

Lorsque la durée de la charge n'excède pas ^ a 5*^ de seconde, comme dans le 
cas des courants alternatifs industriels, la surface active de l'anode doit être de 
Tordre du centimètre pour un débit moyen de i ampère, sous une différence de 
potentiel mojenne.de 100 volt3, afin d'obtenir l'effet clapet maximum. La com- 
position de l'alliage d'aluminium joue également un rôle important dans le phé- 
nomène. Par exemple, en se plaçant dans des conditions expérimentales semblables 
aux précédentes, une anode constituée par un alliage de 97 pour 100 d'aluminium 
pur et de 3 pour 100 de cuivre devra avoir une surface active 100 fois plus 
faible environ qu'une anode en aluminium pur pour fournir un effet clapet équi- 
valent. 

Eleclrolyte, — En principe, la nature de l'élcctroljte ne joue, comme la 
cathode, qu'un rôle secondaire dans l'effet clapet; de l'eau ordinaire permet de 
réaliser un clapet avec de l'aluminium et du plomb. 

Mais, en pratique, le choix de cet électrolyte a une grande importance, par 
suite de la nature des produits secondaires que fournit l'action électrolytique. Avec 
le magnésium, les meilleurs résultats sont obtenus à l'aide d'une dissolution 
saturée àe fluorures alcalins, par suile de l'insolubilité du fluorure de magné- 
sium et de la magnésie dans les fluorures alcalins. Avec Valuminium ou avec ses 
alliages, on réalise les clapets les plus parfaits avec \e phosphate neutre cf ammo- 
nium, par suite de l'insolubilité de Palumine et du phosphale d'aluminium dans 
cette dissolution et dans l'ammoniaque. Les sels correspondants de potassium ou 
de sodium favorisent au contraire la dissolution de la pellicule isolante à la sur- 
face de l'aluminium, par suite de la production secondaire de potasse et de soude 
pendant l'électrolyse. 

Nous avons résumé, dans le tableau ci-dessous, le résultat d'essais comparatifs 
effectués avec des métaux et des sels divers. 

Les anodes en aluminium, magnésium, cadmium, bismuth, antimoine, étaient 
constituées par de petits barreaux prismatiques de surfaces égales. Les cathodes 
étaient constituées par des lames de graphite. 

Les mesures étaient effectuées à l'aide d'un ampèremètre continu Carpentier, 
d'un ampèremètre thermique Chauvin et Arnoux, et d'un éleclrodjnamomètre 
Siemens. 

Les forces électromotrices étaient mesurées à l'aide d'un voltmètre continu 
Carpentier, d'un voltmètre thermique Chauvin et. Arnoux, et d'un voltmètre 
alternatif réglé pour la période du courant. Les faibles forces électromotrices 
étaient effectuées à l'aide d'un galvanomètre apériodique de Desprez-d'Arsonval. 

Le courant était fourni par une batterie d'accumulateurs. 
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Dans ce Tableau, nous désignerons par 

S la solution saturée à froid; 

M le métal de Tanode; 

U la force éleclromotrice en volts entre les deux électrodes du clapet disposées en 

circuit sur le voltmètre ; 
U' la différence de potentiel du clapet à l'instant où se fait le changement de signe 

du courant continu à l'aide d'une clé d'inversion; 
F l'intensité du courant de fuite dans le clapet, du métal vers le graphite; 
I l'intensité du courant direct, du graphite vers le métal utilisé comme cathode. 



S. 
Fluorure de potassium 

Fluorure d'ammonium. 



M. 



U. 



U'. 



r. 



Fluosilicate d'ammonium 

» 

» 
Carbonate d'ammonium.. 

» 
» 

Oxalate d'ammonium 

» .". . . 



» 



Phosphate d'ammonium 



Phosphate double d'ammonium et 

de potassium 

Phosphate de potassium 



Aluminium 


Toiti rolti 

85 20 


ampèrei 

a, 9 


ampères 

3,7 


Cadmium 


85 


17 


4,0 


4,0 


Bismuth 


85 


16 


4,0 


4,1 


Antimoine 


85 


16 


4,0 


4,1 


Magnésium 


16 


19 


0,1 


3,9 


Aluminium 


25 


24 


0,1 


3,8 


Aluminium 


54 


3 


i»a 


3,4 


Magnésium 


54 


3 


1,2 


3,4 


Bismuth 




Ne forme 


pas clapet. 




Aluminium 


i5 


42 





3,8 


Bismuth 


64 


20 


0, 10 




Antimoine 


64 


20 


0,10 




Magnésium 




Ne forme 


pas clapet. 




Aluminium 


4 


56 





1,7 


Bismuth 


45 




0,2 


2,65 


Antimoine 


75 




0,5 




Cadmium 


68 




0,2 




Aluminium 


4 


5o 





2,11 


Bismuth 


20 


38 


0,1 


2,85 


Antimoine ] 










Cadmium > 




Ne forment 


pas clapet 


s. 


Magnésium ) 










Aluminium 










Aluminium 


8 
Attaque 


25 

! les anodes. 





3,25 



De Texamen de ce Tableau rassortent les faits suivants : 

i^ Le magnésium, le cadmium, le bismuth et l'antimoine ne donnent pas l'effet 
clapet d'une façon complète. 

2^ Les sels à base de potassium et de sodium produisent une attaque des 
anodes; avec Taiuminium, on constate un précipité d'alumine au fond de l'élec- 
troljte. 
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pliale double de potassium et d^ ammonium, de carbonate d'ammonium, de phos- 
phate d'ammonium, sont d'un même ordre de grandeur, variable de 6 à 9 ohms- 
centimètres; 

2° Le plomb donne une résistance propre de 2 ohms-centimètres, due à la 
formation d'une légère couche de peroxyde de plomb à sa surface; 

3^ La résistance qui se manifeste entre l'aluminium et la cathode passive au 
moment du retournement du clapet est trois fois plus élevée environ que celle 
de l'électrolyte. La résistance augmente après une certaine durée de fonction- 
nement du clapet; elle provient de la présence constante d'une gaine légère d'alu- 
mine qui subsiste autour de l'anode. La résistivité propre de l'éleclrolj'te devient 
alors pratiquement négligeable par rapport à celle produite à l'anode; 

4'^ La résistance de plusieurs clapets reliés en tension est proportionnelle au 
nombre de ces clapets. 

Hystérésis électrolylique, — On peut désigner sous le nom d'hystérésis élec- 
trolytique, le retard qui se produit dans le phénomène de destruction du diélec- 
trique à la surface du métal actif du clapet quand celui-ci est utilisé comme 
cathode après avoir été employé, immédiatement avant, comme anode. La valeur 
de l'hystérésis est donnée par le rapport des temps mis pour la formation et pour 
la destruction du clapet. L'étude de cette question amène aux conclusions 
suivantes : 

1" Une valeur de l'hystérésis, sensiblement plus grande que l'unité, rend le 
clapet impraticable pour le redressement du courant alternatif; 

2** Une valeur de l'hystérésis, plus petite que l'unité, rend le clapet d'autant 
plus parfait qu'elle est plus faible. 

C'est le magnésium combiné avec le fluorure d'ammonium qui donne la plus 
faible valeur d'hystérésis. 

PourTaluminium, Thyslérésis a sa plus faible valeur avec le phosphate d'ammo- 
nium. 

Étude micrographique de C anode d^ aluminium, — Si l'on examine avec un 
microscope la surface de l'anode d'aluminium d'un clapet disposé d'une façon 
appropriée, on ne constate aucune modification appréciable de l'état de la surface 
pendant le fonctionnement du clapet. La production de la couche diélectrique 
passe donc inaperçue, et ce fait permet de supposer que l'épaisseur de cette 
couche est d'un ordre extrêmement faible. 

Capacité électrostatique des clapets. — L'aluminium et l'électrolyte forment 
les armatures d'un condensateur dont le diélectrique est constitué par la pellicule 
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d*aluinine qui se forme à la surCace de raluminiiim, quand ce métal est utilisé 
comme anode. 

La capacité de ce condensateur peut varier dans le rapport de i à looo environ, 
suivant la densité de courant par unité de surface, la durée de fermeture du clapet, 
la température, etc. 

Nous avons fait la mesure de la capacité d\in clapet de surface extrêmement 
petite : o""*,! de section, chargé sous une différence de potentiel de 2 volts pendant 
un temps extrêmement court, de Tordre du jl^ de seconde, et nous avons trouvé 
des capacités variant de 7 à 10 microfarads environ. Ces capacités correspondent 
à des valeurs de 700000 à 1 000000 microfarads par décimètre carré. Si les sur- 
faces utilisées sont de l'ordre du décimètre carré, les capacités ne sont plus alors 
que de l'ordre de i farad par 10"'. 

La capacité diminue très rapidement avec le temps de la charge, par suite de 
l'augmentation d'épaisseur de la couche d*alumine. 

Une charge effectuée pendant i seconde n'a plus que le millième de la valeur 
précédente. La charge du condensateur se conserve pendant un temps appréciable 
variant entre ^ et i seconde. Si l'on calcule l'épaisseur de la couche diélectrique 
correspondant à la capacité de i farad par décimètre carré, on la trouve être de 
l'ordre de 10"'', c'est-à-dire de l'ordre des grandeurs moléculaires. 

Condensateur à lames d'aluminium, — La capacité très élevée des clapets 
permet de réaliser des condensateurs électrol jtiques à Taide de lames d'aluminium 
plongées dans un bain de carbonate d'ammonium par exemple. Ces condensateurs, 
qui ne conservent pas leur charge pendant un temps prolongé, ne sont suscep- 
tibles que d'applications spéciales, telles, par exemple, que le démarrage des 
moteurs alternatifs. 

Redressement des courants alternatifs à Vaide des clapets, — Nous avons 
effectué de nombreuses recherches sur le redressement des courants alternatifs 
par les clapets. Les mesures ont été faites avec des appareils thermiques et l'étude 
comparée des phénomènes a été effectuée à Taide de graphiques obtenus par 
Y ondo graphe Hospitalier. 

Influence de l'électrolyte sur les constantes d^un clapet, — Dans le Tableau 
suivant, nous désignerons par 

U force électromolrice effîcace du courant alternatif, mesurée à l'aide d*un volt- 
mètre thermique 5 
Uk force électromotrice efGcace du courant redressé ; 
Uc force électromotrice mesurée à l'aide d'un voltmètre continu à aimant; 
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1 inlensilé du courant alternatif mesurée avec un ampèremètre thermique; 
Iq intensité du courant redressé mesurée avec le continu ; 
r température. 
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Phosphate neutre d'ammonium. 
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Phosphate double de sodium et d'ammonium. 
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Phosphate double de potassium et d'ammonium. 
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Phosphate d'ammonium et de zinc. 
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Biphosphate de sodium. 
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Chromât e neutre d'ammonium. 
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Chromate double d'ammonium et d'aluminium, 
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Les conclusions de ces mesures sont les suivantes : 

r* Le redressement est complet jusqu'à la température de 3o^ C. environ. De 
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celte température jusqu'à l'cbullition, une fuite de plus en plus accentuée se 
manifeste; 

!%" Les sels ammoniacaux fournissent un meilleur résultat que les autres sels; 

V* L'addition d'un autre sel aux sels ammoniacaux diminue l'éfl'et clapet; 

4° Le phosphate neutre d'ammonium est celui qui donne les meilleurs résultats 
parmi tous les sels essayés. 

Dispositif adopté, — L'ensemble des divers résultats précédents nous ont 
amené à adopter un dispositif définitif caractérisé essentiellement par les points 
suivants : 

]" Une anode en aluminium allié à une faible proportion de cuivre ou de zinc; 

'2° Une cathode en plomb, formant récipient; 

S** Une dissolution concentrée de phosphate neutre d'ammonium. 

Forme ondulatoire du courant redressé. — En utilisant un clapet dont 
Télectrolyte était constituée par du phosphate double d'ammonium et de sodium, 
l'ondographe fournit le graphique suivant (Jig* i) : 



Fig. I. 
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U courant alternatif dont la force électromotrice efHcace = loo volts; 

Fréquence = 42 périodes; 

U' force électromotrice aux deux bornes extrêmes du clapet = 82 volts; 

Un force électromotrice entre les bornes d'un clapet unitaire = ^5 volts; 

I intensité du courant dans un clapet = 3 ampères; 

F intensité avec deux clapets en tension = 2,6 ampères. 



L'étude de ces graphiques montre que : 
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1° Le couraot redresse ne se maaifeste que pendant chaque demi-phase du 
couraot atternatif; 

2° La force ëlectro motrice et l'intensité sont déphasées par rapport k la diffé- 
rence de potentiel du courant alternatif; 

3° L'intensité du courant est plus faible avec deux clapets en tension qu'avec 
un seul; 

4° Le redressement, dans le cas particulier précédent (phosphate double 
d'ammonium et de sodium), est rendu plus complet par l'emploi de deux clapels 
en tension. 

Il se manifeste une fuite au passage du couraot alternatif au-dessus de l'axe 
d'origine pendant la période de fermeture. 

La forme de la courbe de la force électromotrice varie suivant la nature de 
l'éleclrol^le. 

Le déphasage du courant redressé sur la différence de potentiel s'observe 
dans tous les graphiques, il est dû à la capacité propre du clapet. Il est variable 
suivant la nature inductive du circuit extérieur. 

Clapet au magnésium. — Le graphique {^g. a) a été obtenu avec nu clapet 
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constitué par un fil de magnésium, un graphite et une dissolution de fluorure 
d'ammonium. 

Le courant est complètement redressé et il présente un déphasage très net de 
l'intensité sur la dilTérence de potentiel. Le fil de magnésium était entouré d'une 
gaine lumineuse pendant toute la durée du fonctionnement du clapet. 



Différence de potentiel aux bornes d'un clapet. — Le clapet élait constitué 
par : une anode en aluminium pur, une cathode en aluminium allié à lo pour loo 
de cuivre, dont la surface était loo fois plus grande que celle de l'anode ; t'électro- 
l^te était formée par une solution concentrée de carbonate d'ammonium. 
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Dans le graphique {fig. 3), on a : 

Fig. 3. 




U' dilTérence de potentiel en circuit ouvert aux bornes du clapet =; 69 volts; 
U dilïérence de potentiel en fonctionnement ^89 volts; 
I intensitë du courant redressé = 1 ,3 ampères. 

Influence ae la nature de la cathode. — Le graphite utilisé comme cathode 
se désagrège lentement sous l'influence du courant alternatif et il tombe en une 
buue épaisse au fond du récipient. 

Le/er se recouvre d'une couche de phosphate double de fer et d'alumine, très 
adhérente, qui augmente progressivement la résistance intérieure du clapet. 

La tôle d'acier polie ne subit qu'une attaque très faible. Un clapet ainsi cons- 
titué a pu fonctionner pendant 20 jours consécutifs sans présenter d'altération 
sensible de l'acier. 

Le plomb se recouvre d'une couche de peroxyde qui introduit une légère 
résistance dans le circuit, mais dont l'épaisseur reste sensiblement statïonnaire 
après quelque temps de marche. 

Des alliages d'aluminium, contenant 8 à lo pour 100 de cuivre ou 5 pour 100 
de nickel, donnent des résultats inférieurs au plomb comme cathodes. Ces alliages 
ne subissent pas d'attaque sensible lorsque la surface active de la cathode est suffi- 
samment développée. 

Condensation à Vouverture des clapets. — Nous avons vu que le temps de 
réduction de l'oxyde d'aluminium à l'ouverture du clapet était sensiblement égal 
à celui de sa formation, dans le cas d'un courant continu inversé. Avec un courant 
redressé sinusoïdal dans lequel l'intensité est diphasée par rapport à la différence 
de potentiel, la durée de la réduction est en général plus grande que celle de la 
formation du diélectrique. L'hystérésis électrolytique est alors supérieure à l'unité. 

Du fait même de la persistance de la couche du diélectrique pendant une partie 
de la durée de la demi-période inverse, il résulte une charge électrostatique du 
condensateur dont le sens est inverse à celui de la charge directe, cl dont l'effet 
est de détruire une partie de cette dernière. 
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D^autre pari la résistance inlérieure du clapet se trouve sensiblement accrue 
par la persistance du diélectrique à l'ouverture. 

Influence d'une résistance de self-induction, — Soient : 

C^ff^ la force éleclromolrice de self-induction; 

UcfT. Id différence de potentiel aux armatures du condensateur constitué par le 

clapet; 
Y l'angle que fait la force électromotrice avec l'intensité; 
f fréquence; 

J^ coefficient en lienrys de self-induction du circuit; 
C capacité du condensateur en farads; 
K résistance ohmiquc des condensateurs. 

On a 

47r'/*4;^ = I quand C^„ ~ Ueir 
avec 

langy == o el 9 = 0; 

il en résulte que 






Tout se passe alors comme s'il n'y avait ni self-induction, ni condensateur. 

Le courant reste en phase avec la différence de potentiel agissante, et sa valeur 
efficace est égale à celle de cette dernière, divisée par la résistance effective des 
conducteurs à laquelle se réduit l'impédance. 

Si l'on dispose un clapet en série avec une inductance de valeur suffisante, on 
constate, en effet, que, pour de petits débits, le courant redressé ne présente plus 
de déphasage sensible de l'intensité sur la différence de potentiel. 

Induction du courant redressé, dans un transformateur , — Si l'on utilise 

Fig. 4. 
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une bobine d'induction comme transformateur, eu avant soin de serrer le trem- 
bleur, on obtient à l'aide d'un courant redressé d'intensité T, lancé dans le gros 
fil inducteur, un courant ondulatoire alternatif, de force électromotrice U dans le 
fil fin induit {fig, 4)- 
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Action du courant redressé sur les électromoteurs. — Le courant redressé 
à Taide d'un seul clapet est fortement ondulatoire. Les électromoteurs, excités en 
série ou en dérivation, fonctionnent d'une façon imparfaite à Taide de ces courants, 
par suite de la valeur élevée qu'y prend la self-induction. Le moteur s'échauffe et 
le collecteur donne de nombreuses étincelles. Les magnétos, et les dynamos 
excitées en magnétos, à l'aide d'un courant continu distinct, fournissent un fonc- 
tionnement meilleur que les précédents, par suite de la suppression presque 
complète de réaction de l'inducteur sur l'induit. 

Clapet à anode double monté sur deux résistances opposées de self- 
induction. — Dans le mode de montage indiqué sur la figure ci-jointe, où la 
cathode est mise en circuit sur deux résistances de self-induction égales et 
opposées S et S', et dans lequel deux anodes d'aluminium AIÂl sont disposées 
en présence de la cathode unique précédente, et reliées respectivement avec les 
pôles de la source alternative, on obtient dans le circuit d'utilisation A un 
courant 1 très peu ondulatoire. 

Dans le graphique {Jig> 5) ci-joint les constantes étaient : 

Fig. 5. 
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1 intensité du courant : 10 ampères; 

U force électromotrice efficace du courant alternatif : 1 10 volts (53 périodes); 

Différence de potentiel entre les deux extrémités de la résistance d'utilisation : 

55 volts. 

55 volts 

On constate que le rendement ; — n'est que 5o pour 100. 

^ 1 10 volts ^ ^ 



Montage en pont de Wheatstone. — Dans le but d'utiliser successivement les 
deux demi-phases, positives et négatives, du courant alternatif, on emploie quatre 
clapets, montés en pont de Wheatstone {Jig. 6). 

L'étude de ce mode de montage permet de constater que chaque demi-phase 
du courant traverse toujours deux clapets reliés en série, et que les deux demi- 
phases successives sont redressées dans une déviation unique et qu'elles ajoutent 
leurs effets dans le circuit extérieur. 

Fac. de T,, 2* S., VL 21 



\je réglage du débit est fait à l'aide de résistances de self-induction variables. 
Chaque modèle de soupape est du reste réglé pour une intensité maxima déter- 
ninée. 
Les soupapes subissent un échaufTement assez rapide, que l'on combat par un 



Fig. 6. 



simple rajonnement dans l'air pour les petits modèles, mais que l'on aide par un 
courant d'air insufflé par un ventilateur dans les modèles de moyenne puissance. 
Pour les fortes puissances, on a recours à des refroidisseors à circulalion d'eau 
froide. Les récipients des quatre clapets sont alors soigneusement isolés de la 
masse d'eau extérieure. 

Pig- :■ 




Le modèle le plus courant de soupapes électriques est celui représenté figure 7, 
qui est construit par la Société Mors ei O' de Paris et par M. Snoudon, ingénieur 
k Londres. 
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Cette soupape se compose essentiellement d^un vase cathode prismatique en 
plomb pur embouti, enfermé dans une enveloppe de tôle formant support. 

L'anode, en alliage d^aluminium, a la forme d'une plaque mince, arrondie sur 
les bords; elle est reliée au conducteur extérieur à Taide d'une tige en aluminium 
goupillée sur la plaque et isolée à l'aide d'un tube de caoutchouc {fig* 7). 

La soupape renferme une solution saturée de phosphate neutre d'ammonium. 

Les quatre clapets sont renfermés dans une boîte en bois, et ils sont soigneu- 
sement isolés à l'aide de caoutchouc. 

Un ventilateur, disposé sur le côté de la boîte, est actionné par une dérivation 
prise sur la soupape. 

L'air froid, insufflé par le ventilateur, circule en chicane autour des quatre 
clapets et les maintient à une température constante de 35® à 40*^ C. 

Graphiques obtenus à Vaide du montage précédent. — Un courant alternatif, 
dont la force électromotrice A était égale à 1 17 volts sous 53 périodes, fournissait 
un courant redressé dont la force électromotrice était égale à 82 volts. L'intensité 

Fig. 8. 




du courant alternatif était de 5 ampères, et celle du courant redressé de 4? S am- 
pères {fig. 8). 

L'électroljte était constituée par du phosphate neutre d'ammonium maintenu à 
une température constante de 9® C. 

La cathode était constituée par de la tôle d'acier poli. Le graphique ci-joint a 
été obtenu après une marche continue, correspondant au passage de 38oo ampères- 
heure dans la soupape. 

Si l'on fait circuler le courant redressé dans une résistance inductive, on 
constate que la courbe de l'intensité est sensiblement plus tendue que celle 
obtenue avec une résistance non inductive. 

Lorsque la différence de potentiel moyenne du courant alternatif est égale à 
iio volts, celle du courant redressé est égale à 96 volts au début du fonction- 
nement de la soupape, puis elle s'abaisse rapidement jusqu'à 80 volts environ. 

Cet abaissement de la force électromotrice semble provenir principalement de 
l'augmentation d'épaisseur du diélectrique. 

On observe une/wiVe du courant alternatif qui atteint parfois 5 à 10 pour 100 



i6o 



A. NODON. 



de rintensité totale employée, quand la température est trop élevée ou que la 
surface de Tanode est trop grande. 

On peut éviter entièrement cette fuite, en utilisant une anode en aluminium 
pur de faible surface et une solution de carbonate d'ammonium, mais la force 
électromotrice du courant redressé s^abaisse alors à 35 volts, par suite de la résis- 
tance de la pellicule formée à la surface de Tanode. 

La nature de Vélectrolyte \o\xe un rôle important dans les soupapes montées 
au pont de Wheatstone. 

Si Ton utilise, par exemple, une solution saturée de borate d'ammonium, dans 
une soupape dont les anodes sont en aluminium pur, on obtient, pour une diffé- 
rence de potentiel de io8 volts du courant alternatif, une différence de potentiel 
de 43 volts pour le courant redressé, et une intensité de 7,4 ampères dans un 
circuit non induclif. 

Si Ton remplace le borate d'ammonium par du phosphate d'ammonium, on 
obtient, dans les mêmes conditions expérimentales, une force électromotrice de 
70 volts pour le courant redressé et une intensité de 10, 5 ampères. 

Dans une même soupape, la force électromotrice varie à peu près proportion- 
nellement à l'intensité du courant redressé, et la fuite en intensité est sensi- 
blement constante pour tous les débits. 

Le cloisonnement de l'anode abaisse très sensiblement le rendement du clapet. 

Le cloisonnement de la cathode affecte peu ce rendement. 

Lt' élévation de température de l'éleclrolyte a pour effet de produire une 
augmentation de la force éleclromotrice du courant redressé. Si la fuite est 
nulle à 20° C, elle commence à se produire vers 27® C, et à ^5** C. elle est très 
importante. 

Le redressement est d'autant plus complet que la surface des anodes est plus 
faible. 



Action des circuits sur les constantes du courant redressé. — Si le circuit 
inductif est externe, on observe que pour une faible intensité variant de o, i à o,5 am- 
père, rinductance du circuit masque l'effet de capacité propre aux clapets. 

Si le circuit inductif est disposé entre les clapets, il se produit une réaction 
énergique de ce circuit sur la capacité propre des clapets, qui a pour effet 
d'accroître l'intensité apparente du courant et de tendre fortement les courbes 
d'intensité et de force électromotrice {Jig» 9). 

Dans le graphique ci-dessus, renfermant un double circuit inductif interne, on 
obtient en U la différence de potentiel alternative, en U' la force électro motrice 
d'un seul clapet fermé sur un circuit non inductif, et en U'^la force électromotrice 
aux mêmes points, quand la résistance inductive est mise en circuit. 

Les anodes sont constituées par un alliage d^aluminium de composition bien 
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uniforme; ces anodes doivent subir une formation préalable qui a pour effet de 
préparer leur surface et d^assurer la régularité de leur fonctionnement. 
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Si Ton examine dans Fobscurité Tintérieur d^une soupape en fonctionnement, 
on constate que les anodes sont entourées d'une auréole lumineuse, dont Téclat 
diminue après l'interposition de circuits inductifs. 

Condensateur électroly tique. — On peut réaliser un condensateur électro- 
Ijtique à grande capacité, à Taide de lames d'aluminium parallèles disposées dans 
une solution de phosphate d'ammonium. 

Le condensateur doit subir une longue période de formation avant de pouvoir 
être employé, et il doit être maintenu à une basse température pour éviter toute 
fuite importante du courant alternatif. 

La figure lo montre l'action de ce condensateur sur le courant redressé : 

Fig. 10. 




U représente la force électromotrice effective du courant alternatif : i lo volts; 
V l'intensité de 8 ampères du courant redressé sur une résistance non inductive; 
\\ l'intensité du courant redressé avec l'adjonction d'un condensateur électro- 
lytique : 4? 3 ampères. 

On voit que le courant redressé prend la forme d'un courant sensiblement 
continu. 

Les causes de V abaissement de la force électromotrice dans les clapets ^ 
peuvent se résumer ainsi : 
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Résistance ohmîque produite à l'ouverture des clapets par la pellicule formée 
à la surface des anodes ; 

2® Résistance ohmique produite par la présence d'une pellicule à la surface des 
cathodes; 

3*^ Effets de charge statique pendant les périodes d'ouverture et de fermeture 
des clapets; 

4" Inégalité dans la composition du métal des anodes. 

Si Ton utilise le courant redressé pour actionner des électro moteurs, on 
obtient des effets du même ordre que ceux signalés précédemment avec un clapet 
unitaire. 

Les moteurs magnéto-électriques (ou excités en magnétos), fournissent un bon 
fonctionnement et un rendement élevé, par suite de l'absence de réaction nui- 
sible de l'induit sur l'inducteur. 

Le graphique {fig- 1 1) donne la représentation des constantes d'un moteur 
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Edison excité en dérivation. I est l'intensité, U la différence de potentiel alter- 
natif et U| la force électromotrice du courant redressé. 

On voit que l'intensité est représentée par une courbe assez tendue, mais que 
la force électromolrice passe au-dessus de l'axe d'origine. Cet effet était dû à la 
self-induction. Les étiocelles étaient nombreuses au collecteur et le rendement 
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Influence des batteries d^ accumulateurs sur les courants redressés. — Un 
accumulateur au plomb peut être assimilé à un condensateur électroljtique de 
grande capacité, dans lequel la charge se reproduirait, au fur et à mesure de sa 
disparition, grâce à des réactions chimiques internes. 

Envisagé sous cette forme, on conçoit que Taccumulateur puisse produire, sur 
les courants redressés par les soupapes, un effet analogue à celui qui serait produit 
par un condensateur à lames d'aluminium. 

Les réactions chimiques présidant à la charge de l'accumulateur ne peuvent 
utilement se produire qu'entre des limites de force électromotrice déterminées. 
Dans le courant ondulatoire, il convient de chercher à abaisser l'ordonnée 
maxima du potentiel de charge, jusqu'au régime de fonctionnement utile à l'accu- 
mulateur. 
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Le graphique {fi g* 12) représente la charge d'une batterie d'accumulateurs 




dont la force électromotrice est de io5 volts, à Taide d'un courant redressé très 
ondulatoire. 

La différence de potentiel efficace du courant alternatif était égale à 1 10 volts 
et elle atteignait i4o volts au sommet de l'ordonnée. 

L'intensité affectait la forme L Un abondant dégagement gazeux se manifestait 
dans la batterie pendant la période de charge, et le rendement à la décharge n'at- 
teignait que 5o pour 100. 

Dans le graphique {fig. i3), au contraire, U, la force électromotrice du cou- 

Fig. i3. 




rant alternatif, était égale à i ig volts, et Ui, la force électromotrice du courant 
redressé, était sensiblement parallèle à l'axe d'origine et égale à 102 volts. 

L'intensité du courant alternatif, avant l'entrée dans les clapets, était égale à 
10 ampères; l'intensité du courant redressé utilisé dans la batterie était égale 
à g,5o ampères. L'ordonnée maxima de l'intensité ne dépassait pas celle néces- 
saire à la charge utile. 

Les rendements deviennent alors semblables à ceux obtenus avec la charge par 
courant continu. 

La batterie d'accumulateurs peut encore être utilisée comme condensateur , sur 
un courant dérivé aux bornes de cette batterie pendant la charge de celle-ci avec 
le courant ondulatoire obtenu avec un clapet unitaire. 

L'étude des graphiques permet de conclure qu'avec une batterie à faible 
capacité, mais de résistance intérieure aussi réduite que possible, on peut obtenir 
un courant de décharge sensiblement rectiligne sous un rendement élevé. 
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Redressement des courants polyphasés, — Les courants diphasés ou triphasés 
montés en triangle ou en étoile peuvent être redressés à Taide des clapets. 

On peut utiliser un montage composé de six clapets qui donne un fonctionne- 
mant analogue à celui de quatre clapets avec le courant monophasé. Les rende- 
ments sont les mêmes que dans ce cas et les courants redressés sont sensiblement 
rectilignes. 

M. Emile Mors, concessionnaire de la Soupape électrique Nodon, en France, 
a fait des mesures de rendements à Taide de ce montage, à la Société du Nord 
Lumière, dans ses sous-stations de Glicliy et de Courbevoie, avec des courants 
triphasés de 25 périodes par seconde à i lo et 220 volts. 11 a pu faire fonctionner 
d'une façon parfaite 6 arcs Bardon, en tension, avec le courant redressé à 280 volts 
sortant des soupapes. Les rendements mesurés avec deux compteurs Aron ont 
varié entre 76 et 78, 5 pour 100, sans que réchauffement de l'appareil ait dépassé 
de 20® la température ambiante {Industrie électrique, n® 294). 

On peut encore utiliser un clapet constitué par une seule cathode mise en pré- 
sence de deux anodes en aluminium, dans le cas des courants diphasés, et de 
trois anodes dans le cas du courant triphasé. 

Les courants redressés pulsatoires correspondant aux demi-ondes successives 
sont utilisés à la charge d'une batterie de faible capacité et de résistance exté- 
rieure extrêmement faible. Le courant dérivé aux bornes de la batterie est sensi- 
blement rectiligne. 

Application des clapets pour le fonctionnement des bobines d* induction. 
— M. Rochefort a étudié un modèle spécial de clapet unitaire à capacité variable 
qui permet d'actionner des bobines d'induction à l'aide de récepteurs rapides et 
de courants alternatifs. 

Les rendements obtenus sont élevés et le fonctionnement des transformateurs 
est très régulier. 

Le fonctionnement des tubes à ra^^ons X, pour la radiographie, se fait, avec 
cet appareil, dans d'excellentes conditions. On peut également employer le mon- 
tage en pont de Wheatstone, avec un interrupteur rotatif. 

Effet Wenhelt produit par le clapet. — Un clapet, dont la surface d'alumi- 
nium est très réduite, fonctionne avec le courant alternatif sur un transformateur, 
à la façon d'un interrupteur Wenhelt. Un effet analogue est obtenu avec du cou- 
rant continu. Il semble probable que l'effet Wenhelt est un effet de capacité 
électrolytique du même ordre que celui des clapets. 



Rendements des soupapes, — M. Hospitalier a établi les rendements industriels 
de notre soupape électrique {Industrie électrique, n" 263, 10 décembre 1902). 
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Les rendements en énergie varient entre 65 et ^5 pour loo suivant les conditions 
d'utilisation des soupapes. M. Emile Mors a trouvé des rendements variant de 7.1 
à 78,5 pour 100 avec les courants triphasés. 

Résumé. — Les soupapes et clapets électrolytiques sont susceptibles de rece- 
voir de nombreuses applications dans les laboratoires et dans Findustrie. 

Dans les laboratoires, ils permettent d'efiectuer la mesure de courants oscilla- 
toires, à Taide des méthodes simples employées pour les courants continus. 

Le fonctionnement des transformateurs à hauts potentiels à Taide du courant 
alternatif et d'un clapet permet de rendre de signalés services. L'emploi de capa- 
cités élevées sous un volume réduit est également susceptible de recevoir des 
applications. 

Dans l'industrie, les soupapes électriques sont utilisées d'une façon courante 
pour la charge des accumulateurs et pour le fonctionnement de petits électro- 
moteurs continus à l'aide du courant alternatif simple ou polyphasé. 

Les rendements des soupapes sont supérieurs à ceux des petits transformateurs 
tournants, et la surveillance en est beaucoup plus simple. 

Les soupapes ne subissent aucune détérioration appréciable sous l'action d'un 
fonctionnement intermittent ou continu. 
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SUR LE THÉORÈME DE POISSON, 

Par m. Henry BOURGET. 

Mattrc de Conférences à l'Université et Astronome adjoint à l'Observatoire. 



1. On sait qu'en rapportant les planètes aux axes habituellement emplo^^és, 
ayant pour origine le Soleil, la démonstration du théorème de Poisson exige 
quelques transformations de calcul assez délicates. Les difficultés proviennent de 
ce que la fonction perturbatrice n'est pas la même pour toutes les planètes en 
présence. Il en résulte que, si Ton montre assez facilement que les variations des 
éléments d'une planète ne produisent pas de perturbation séculaire dans le grand 
axe de cette planète, il est plus malaisé de faire voir qu'il en est de même pour 
TefTet des variations des éléments des autres planètes. 

' C'est pour lever ces difficultés que Tisserand a fait usage des coordonnées 
Jacobi-Radau. Dans ce système, les fonctions perturbatrices des diverses planètes 
sont les mêmes à un facteur près. 

M. Poincaré a proposé, en 1897 {Bulletin astronomique ^ t. XIV, p. 53), un 
système de coordonnées qui possède la même propriété. 

J'ai pensé qu'on pourrait l'utiliser avantageusement pour simplifier la démon- 
stration du théorème de Poisson. C'est l'objet du présent travail. Houël a indiqué, 
jadis, dans sa Thèse, une démonstration de l'invariabilité des moyens mouve- 
ments basée sur une idée analogue. 

J'ai fait usage d'un mode particulier d'exposition de la méthode de la variation 
des constantes arbitraires. J'ai montré ailleurs (*) que ce mode d'exposition dû 
à Cauchy (^Comptes rendus, 12 octobre 1840) pouvait être rattaché simplement 
à la belle méthode des approximations successives de M. Picard. 

2. Désignons par m^ la masse du Soleil; mi, m^^ ..., my les masses des diverses 
planètes. Soient x^y^ z les coordonnées par rapport à des axes fixes quelconques 
de la masse m^ et jt/, yiy Zi les coordonnées de la masse m/ par rapport à des axes 
parallèles aux premiers, menés par /?io. 

(*) Bulletin astronomique, t. XX f, 1894, p. 219. 
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La force vive et la fonction des forces du sysième sont 

) (l,y=:i,2, ..., v), 

|T ^ mp/n/ ^ ^ m,mj 

où les lettres accentuées désignent des dérivées par rapport au temps, /v la 
distance des masses nto et mi et A/y celle des masses mi et my. 

En supposant, ce qui est permis, que le centre de gravité du système est immo- 
bile, nous obtenons 

— j:' = — 7 m.x'- 

— /=-y ^i/i } («=i» 2, ..., v), 

en posant 

^ = /Wo 4- /Wj 4- . . . -4- my. 

La force vive devient 

2T =2^m,(^i' + jKi' + -/' ) - ^ [(2.'"/^;)'+ (2,/"'/;)'+ (S/''-^')*] 



Posons 



dT 


— Ph 




nous en tirons 








mix\ 


-/>.H- "' ^ 



-r^ =0 (/ZZII, 2, ..., V), 



, nii v^ 



lYiiZt =^ 



2T s'exprime alors en fonction des /?i, y/, r/ et devient 

en posant 

I j I 

//!/ nii niç. 
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On sait que les équations du mouvement ont alors la forme canonique 

dxi^_dK dpi _ d¥. 
dt dpi dt dxi 

dt " dqi' dt " âyil U-i»2,...,v) 

dzi_dK ^^_àK 

dt ÔFi dt dzi 



ou 



K = T - U. 



Cela étant, posons 



^ m^nii 



les équations du mouvement deviennent 



ihj—h 2, ...,v); 



ou 



dxi dR 

dt "" âpi 


Opi* 


dpi dH dR 
dt dxi dXi 


dyi _ dVL 
dt dqi 


dïi 

dqi 


dqi dVL dR 

dt "" dyi dyi 


dzi dYL 

dt '" dri 




dri dYL dR 

dt dzi dzi 


dxi Pi 
dt m'i 


dpi 


dpi m^mtXi __ dK 
dt 1 dxi 

n 


dt m'i 


dqi 


dqi m^miyi JR 
dt ^1 dyi 


dZi Fi 

dt m'i 




dri , Tn^miZi dR 
dt ' \ dZi 



(e = i, 2, . . ., v) 



(«=|, 2, ..., v). 



Si Ton fait R = o dans ces équations, on obtient les équations dilTérentielles de 
Torbite elliptique intermédiaire et en posant 

•ni=~j } (« = i, 2, ..., v), 
mi 

r.-H 
mi 
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011 obtient, pour les équations de cette orbite, 



dxi I c^H 


dh 


1 <^H 


dt m'i d^i^ 


dt 


m'i dXi 


dy-i I d^ 


dut 


1 dVL 


dt m'i drii' 


dt 


m', dyi 


dzi I ô}\ 


dKi 


1 dH 



(« = », 2, ..., V) 



dt m'i d^i dt m'i dZi 

et pour les équations du mouvement troublé 

dt m'i dûCi 

dru__J^ <^(H — R) 
dt m'i dyi 

dKi I /^(H-R) 



dXi 


I (?(H-R) 


dt 


m'i ôli 


dyi 


I d(H R) 


dt 


^ m'i àr,i 


dzi 


i d(R R) 


dt 


m'i ô^i 



{i — i, 2, . .., v). 



dt m'i âzi 

Il en résulte qu'en désignant par 



«'„ a' 



1» «3 ( 

Pî, Pi, PI i 



(i— I, 2, . . ., v) 



un système d'éléments canoniques conjugués, on aura pour les équations aux 
variations de ces éléments 



d<x\ I <^R 


rfj3', _ I d\\ 


dt ~ m'i d^{ ' 


dt m'i d<x\ 


d(x'^ I d\\ 
dt m', dX ' 


d^'^ _ I dR 
dt m'i dx'^ 


d»', I dR 


rfj3', I dK 



(î= 1,2,.. ., v). 



dt m'i d;3i ' dt m'i d(x'^ 

m 

11 esta remarquer que Torbite intermédiaire n'est pas tangente à Torbite réelle, 
comme dans la méthode usuelle; mais que, par contre, il n'existe qu'une seule 

fonction perturbatrice R que l'on doit multiplier par la constante — 7 pour écrire 

les équations du mouvement de la planète de masse mi. C'est donc pour le grand 
axe de cette orbite elliptique que nous démontrerons le théorème de Poisson. 

3. Désignons par 

a le demi grand axe ; 
c rexccntricité; 
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û la longitude du nœud ascendant; 

o rinclinaison ; 

m la longitude du périhélie; 

T Tépoque du passage au périhélie ; 

T = n{t — t) l'anomalie moyenne à Tépoque t ; 

k = na^ = vZ/jj^ la constante de Gauss ; 

p = a{\ — e^) le paramètre ; 

n le moyen mouvement diurne ; 

a = m + mo la somme des masses de la planète et du Soleil ; 

E la base des logarithmes népériens ; 

pour une quelconque des v planètes en présence. Introduisons également pour 
chaque planète m/ les éléments canoniques suivants : 

i__a\nt_ k^ û/- r 

«i = k>J~pi cos 9,, |3i = ili, 

Nous supposerons la fonction R développée sous la forme 



t désignant ^ — i; 

le S indiquant des sommations à faire pour toutes les valeurs positives, négatives 

ou nulles des entiers q^ q' pour chaque planète. 

Nous désignerons, de plus, par Si. ce que devient R quand on y fait t =:H, et 
nous poserons 

Nous supposerons enfin qu'il n'y a entre les moyens mouvements aucune rela- 
tion de commensurabilité. 

4. Dans la Note que nous avons citée au début, Cauchy montre que la variation 
totale d'une fonction s des éléments canoniques des planètes est donnée par la 
formule 

A5 = (j' -4- (j'' -h (T*' -+- . . . 

dans laquelle on a posé 

,0 ,.6 f) 



r'=i~- r n7d9, ij"^- Ç Ufj'dB, ^"--f O 



(T"d6 
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el 

7 désignant la valeur de s pour ^ = 6 et le crochet [P, Q]{ ayant la signification 
habituelle 

.» /^i c^P c^Q <^P <)0 c^P OQ dP dQ âP dQ âP dQ 

d', <y', <j'" sont alors les variations d'ordre 1, 2, 3, . . . par rapport aux masses. 
Rappelons que [P, Q]/ obéit aux lois de calcul suivantes : 

[P,Q]=:-[Q,P], [P,-Q]=-[P,Q], 

[P-f-H,Q4-S] = [P,Q] + [P,S]-h[R,Q]-h[R,S], 
[PR, OS] ^ [P, Q] RS 4- [P, S] RQ + [R, Q] PS 4- [R, S] PQ. 

o. Reprenons rapidement avec ces notations la variation du premier ordre de 
l'élément a]. 

On a, dans ce cas, 

[^i,al]i = - ^ ^S [^1, (x\]i=o {1=2, ..., V); 

d'où 

D<7 = - 






Or, Sii considérée comme fonction de 6 contient deux sortes de termes : 

a. Des termes indépendants de 6, de forme (m/, /ny)o,o> caractérisés par la 

relation 

q fit-h q' rij = h ^ o. 

b. Des termes contenant 6, pour lesquels h ^6. o, qui peuvent s'écrire 

en posant 

a^\{qn^Xi'^^q' nj'Zj). 

Il en résulte que / ^1 dh contient aussi deux sortes de termes : 

a. Des termes séculaires de type (/w/, mj)o^o (9 — ^)» 

b. Des iei mes périodiques de type 
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On doit observer que le coefficient (/w/, mj)g^g' ne contient pas les éléments j3'^, 
^{ qui n'entrent que dans u par t/, Ty. 
En posant, pour abréger, 

les termes périodiques prennent la forme 

On en conclut immédiatement que AaJ ne contient aucun terme séculaire, 
puisque (m^, '''y)o,o ^^^ indépendant de j3J. 

3-'= AaJ est donc une somme de termes périodiques de la forme 



ô?.\ 



6. Arrivons maintenant au calcul de <y'=: / D^ 





rfe. 



On a 



n<7'=[«îa„ (7']i-^[^2, <x']2+[«?*'^3» (7']8-H...-+-[av, <J'} 



ou bien 



n<T'= -V [c'a, <7'], -h ~ [^, <r'], -h. . .+ A- [c'a, (j']v; 



d'où 






r 

Il suffit, pour démontrer le théorème de Poisson, défaire voir que 1 [^, ^ij^rfô 

ne contient aucun terme séculaire pour un indice k déterminé i, 

[cr', <^]/ est une somme de crochets analogues obtenus en associant de toutes 

les manières possibles un terme de ex' avec un terme de Si. 
<j' ne contient que des termes périodiques de la forme 

d'autre part, A peut s'écrire 
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4 

en posant 

V = \(snfZi -+- s'n/Ti)y /* = s/ii ■+■ s' ri/, 

en appelant, pour éviter toute confusion, s et s^ les entiers que contient ^, 
Nous aurons donc à intégrer des crochets de deux types, à savoir : 

Ceux de type (a) peuvent s'écrire 

[g\,ni\,j, B//]| P/y4- [P/y, B|7]/(7l/l,A/y, 

la première partie donne le terme 

.0 



[«7l/2/A/y, B,/]/ / P/y 



de 



qui est périodique, l'intégrale Tétant; la seconde partie donne, sans peine, 

dont l'intégrale ne contient que des termes périodiques et des termes périodiques 
multipliés par le temps, mais aucun terme séculaire, comme on le voit en remar- 
quant que Ton a 

Ijts crochets du premier type ne peuvent donc amener dans / [o"', <'R.]/f/& 

;iijcun terme séculaire. 

Restent les crochets du second type qui peuvent se développer sous la forme 

[^WJ/A/yP/y, B/zQ//]/ 

= [^Wl/A/y,B//],PiyQ//-h [7t'*/A/y, Q//]/P|yB;v 

+ [P/y, B//]/7iW/A/yO//-4- [P/y, Qi/]iq^ni\ijBif. 
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Mais on a immédiatement 

[P/yO//]/=o, 

d'où l'on conclut 

[qintAijP,j,1iaQi,]i=[ç^ntAtj,Bi,]iPijQa-^q'sn}\ijlii,^E'"'(9-t)Q.„ 



et, dans I [a', ^]jrf9, une série de termes de la fo 



rme 



[yv/i,A,/,B/,],K-t7'«/.?AyB„^E""K', 

aoc\ 
les intégrales K et K' ayant les valeurs 

K' = ^ ( e - + ^ [E*9> - E*"], 

avec les conditions 

h pî^ o, k^ o. 

Ces cohditions et la forme de ces intégrales nous montrent que les termes qui en 
proviennent ne pourront élre séculaires que si Ton a 

/i-i- /: = o, 
auquel cas le terme correspondant deviendra 

Or, la condition h-{- k = o développée donne 

(g -h s)ni-h g' Hj-h s- nf-=zo^ 

qui implique, diaprés nos restrictions, 

g-hs^io, g'=^o, s'=o, si jy^ly 
g-\-s = o, ^'-t-^' — o, si y=/. 
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Dans le premier cas^y ^ /, q^ s ne peuvent être nuls, mais à un terme 

correspondra le terme 

égal et de signe contraire, en vertu des propriétés des crochets. Donc, dans ce 
cas, les termes séculaires s'annuleront deux à deux. 

Dans le second cas, si q ou q' est nul, s ou ^ sera nul. Si q est nul, le terme 
séculaire est aussi manifestement nul. Si q est le différent de zéro, à un terme 

correspondra le terme 

q j ^ (m/, ///y)_^,_^' £■+■", (m/, /ny)y,^.E-«J _, 

ou bien, en posant 

('?i/'Wy)^,^.E-«=M, (/n,my)..^,_^E-^«=:M', 



au terme 



correspondra le terme 






Lia somme de ces deux termes est nulle, car on a 

[jM,M']^=-MM'ç...-£,(j')^[M,M']4', 

[^M',m]^=-4-MM',w.,^(J).-[M',M],5^. 

Donc les seuls termes séculaires qui pourraient, a priori, exister, s'annulent 
deux à deux. 

Donc il n'j a pas dans ^' de termes séculaires. C'est le théorème de Poisson. 



SUR LES 



MODULES D'ÉLASTICITÉ DE TRACTION 



DU CAOUTCHOUC VULCANISÉ, 



Pau m. h. BOUASSE, 

Professeur à l'Université de Toulouse. 



Dans deux Mémoires, parus ici même (*), j'ai déterminé, avec la collaboration 
de M. Carrière, la forme des courbes de traction d'un caoutchouc vulcanisé et 
étudié les particularités qu'elles présentent. Nous n'avons jamais prononcé le mot 
module de traction^ nous bornant à classer les courbes et leurs variations. 

Je vais montrer dans le Mémoire actuel la cause de cette réserve, et prouver à 
quel point il est illégitime de déduire la valeur du module de l'étude des courbes, 
ainsi que l'ont fait autant dire tous ceux qui se sont occupés de la question. 

Je décrirai plusieurs appareils corrects pour l'étude du module et je comparerai 
les résultats qu'ils fournissent ; je reprendrai la question controversée de la varia- 
tion du module avec la température ; je discuterai l'emploi des méthodes basées sur 
la propagation d'un ébranlement longitudinal ; enfin je mesurerai l'absorption 
d'énergie dans les parcours de faible étendue. 

Je ne me propose pas tant de tout dire sur ces phénomènes que de poser le pro- 
blème sur des bases indiscutables et de présenter un résumé critique des Mémoires 
qui abondent sur le caoutchouc. Chaque point pourra ensuite être développé à 
l'infini en faisant varier la nature du caoutchouc; mais ces recherches longues 
et minutieuses, fort utiles pour la pratique, tout expérimentateur soigneux les 
conduira à bien, pourvu qu'il consente à partir de principes sûrs et à user de mé- 
thodes correctes. 



(*) Courbes de traction du caoutchouc vulcanisé {Annales de Toulouse^ t. V, p. 257). 
— Réactivité du caoutchouc vulcanisé (Annales de Toulouse^ t. V, p. 285). 
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DÉFINITION DU MODULE DK TRACTION EN PARTANT DES COURBES DE TRACTION. 

1. La définition du module de traction (ou module d^Young) qui mesure Télas- 
licité parfaite des métaux n'est pas applicable a priori k un corps aussi exten- 
sible que le caoutchouc. Il ne s'agit plus en effet d'allongements qui sont de 
Tordre du millième de la longueur initiale, mais d'allongements qui peuvent 
atteindre huit fois sa valeur. Le premier problème à résoudre est donc le choix 
d'une définition. 

Pour les petites déformations, les formules 

(O L-L.= î^, 

(2) L-L.= ^-jg-, 

(3) L-U=^, 

(où P est la charge, L, s la longueur et la section actuelles, Lo, s^ la longueur et 
la section initiales) sont évidemment équivalentes. 
On a proposé encore les formules suivantes : 

dL dP 



^ = k<7) 



Pour distinguer les différents E, nous leur donnons comme indice les numéros 
de la formule. 

Nous allons chercher d'abord ce que ces formules donnent pour la courbe de 
traction en admettant : i^ que E est constant ; 2" que le volume ne change pas ; 
3" que l'élasticité est parfaite. 

Dans un article paru dans le Journal de Physique en 1908, j^ai montré que la 
seconde hypothèse est très exactement vérifiée et qu'elle revient à prendre o,5 
comme valeur du coefficient a- de Poisson, en donnant à ce dernier une définition 
proposée par Rontgen pour les corps très extensibles. On se reportera à ce travail. 
( Voir une Note à la fin de ce Mémoire.) 

La seconde hypothèse donne la condition 5L = 5oLo, s:=^s^\~* en employant 
les notations déjà utilisées dans mes précédents Mémoires sur le caoutchouc. 



». 
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Voici ce que deviennent les équations 

('') 

(a') 

(3'), (4'), (5') 



A-i = 


P 

5,E' 


A-i 


P 


A» 


J,É' 


I 


P 

■*,E' 


logA 
A 


P 

f,E 



(6') 



Portons A en abscisses, P en ordonnées et faisons varier A entre i et oo. Les 
courbes se classent en trois groupes. La courbe (i') est une droite. La courbe 
(3') (4') (5') est une hyperbole, elle a une asymptote horizontale; pour de grands 
allongements, la charge tend vers la valeur P = 5oE. Enfin, pour le troisième 
groupe, la charge passe par un maximum. Nulle pour A = 1 , elle redevient nulle 
pour A = 00. La courbe ( 2') admet un maximum pour A = 2 et un poiii t dMnflexion 
pour A = 3 ; la courbe (6') admet un maximum pour A = 2,72 et nn point d^in- 
flexion pour A = 4,48. 

Or la forme de la courbe de traction est connue depuis Villari et représentée 
figure 1. Ce n^est ni une droite ni une hyperbole, puisqu'elle possède un point 
d'inflexion. D'ailleurs elle n'a pas de maximum. En définitive elle ne présente 
aucune analogie, même lointaine^ avec les courbes que nous fournissent les six 
formules les plus simples. Assurément, comme nous le verrons, il n'est guère 
permis de définir le module par la courbe de traction ; toutefois l'allure du phéno- 
mène diffère si complètement de ce que nos hypothèses feraient prévoir, que nous 
pouvons déjà conclure que le module d^ élasticité^ ne peut être constant^ quelle 
que soit la définition que l'on choisisse, même en superposant à l'élasticité par- 
faite que nous avons admise, un phénomène de réactivité que l'hystérésis considé- 
rable du caoutchouc rend absolument nécessaire. 

2. Pour comprendre le sens des essais précédents il ne faut pas oublier qu'il 
n*existe aucune analogie entre les courbes dites de traction du caoutchouc et des 
métaux. 11 n'est jamais venu à l'idée d'aucun expérimentateur de déduire le mo- 
dule d'Youngde la considération des courbes de traction d'un métal, parce qu'elles 
correspondent évidemment à des déformations permanentes. Nous savons au con- 
traire (Sur les courbes de traction, etc., n° 1) que les déformations du caout- 
chouc sont presque entièrement temporaires. Si donc nous considérons pro'- 
visoirement la réactivité comme accessoire^ il n'est pas absurde a priori de 
chercher à déduire de la forme des courbes de traction un paramètre, soit constant. 
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soit fonction bien déterminée de la longueur, ou de la charge, ou de la longueur 
et de la charge, qui caractérise les propriétés purement élastiques du caout- 
chouc. D'une manière plus générale, si la réactivité n'intervenait que comme 
correction toujours petite dans la forme des courbes de traction y on pourrait 
tirer de celles-ci des indications sur les propriétés purement élastiques du caout- 
chouc, vérifier si elles ne sont fonction que de la longueur et de la charge, ou si elles 
dépendent de Thistoire antérieure tout entière du fil considéré,... quitte ensuite à 
corriger les résultats de Tinfluence de la réactivité. Je rappelle, ce que j'ai déve- 
loppé bien souvent, et en particulier dans un travail paru dans la Revue générale 
des sciences pour 1904, que nous devons nous efforcer de classer les phénomènes 
en groupes, et ne pas rapporter a priori à la même cause des propriétés aussi 
différentes que les déformations purement élastiques et la réactivité. 

3. Les considérations du n® 1 nous enlèvent Tespoir de trouver un para- 
mètre constant pour caractériser les déformations purement élastiques. Il ne 
semble pas d'ailleurs qu'on puisse espérer découvrir un paramètre qui ne soit 
fonction que de la longueur ou de la charge. La relation qui existe entre la charge 
et la longueur n'est pas déterminée; pour une même longueur le (il peut, suivant 
les opérations antérieures, supporter une infinité de charges différentes ; de même, 
pour une même charge, le (il peut avoir une inOnité de longueurs différentes. En 
d'autres termes, le point (iguratif peut occuper une portion plus ou moins étendue 
du plan longueur-charge. Dans ces conditions, il ne semble guère probable que 
les propriétés purement élastiques, à supposer qiCon puisse les distraire des 
phénomènes de réactivité, ne soient pas fonction de la position du point consi- 
déré dans le plan et, par conséquent, à la fois de la longueur et de la charge. 

En d'autres termes, portant normalement au plan P, L, en un point donné de 
ce plan, une longueur qui représente la propriété considérée, généralement l'extré- 
mité de celte longueur décrira une surface (à supposer qu'elle ne remplisse pas 
un volume) : il est difficile d'admettre a priori que cette surface est un cylindre 
dont les génératrices sont parallèles à l'un des axes de coordonnées. 

Mais on peut aller plus loin et montrer que l'hypothèse que la réactivité h* in- 
tervient que comme correction dans la forme des courbes de traction est abso- 
lument erronée; en d'autres termes, ces courbes sont le résultat complexe des deux 
groupes au moins de phénomènes, du même ordre de grandeur j agissant simul- 
tanément; il est impossible de tirer généralement de ces courbes une indication 
précise ni sur l'un ni sur l'autre des deux groupes, considérés isolément. Cette 
proposition résulte de l'énormité des phénomènes de réactivité, de l'extraordinaire 
variabilité des cycles suivant la technique, de Tiofluence considérable que la 
vitesse a sur les parcours : tous faits tendant à prouver l'importance de la variable 
temps dans les résultats. Dans ces conditions, le module d'Young, tel que l'ont 
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dé6ni de trop nombreux physiciens, à partir des courbes de traction ou même 
plus spécialemeui à partir de cycles de grande étendue, ne peut servir qu'à énoncer 
d^une manière plus ou moins habile les propriétés infiniment variables et com- 
plexes des courbes de traction, et ne peut avoir aucune prétention à représenter, 
même approximativement, les propriétés purement élastiques, dégagées des autres 
phénomènes et en particulier de la réactivité. 

4. Quoi qu'il en soit, envisageons d'abord la question sous cet aspect. 

Au voisinage d'un point de coordonnées A, P, la courbe de traction est définie 
par sa tangente. Les formules (i), (2), (3), (4), qui font dépendre le module E de 
toute la partie de la courbe de traction comprise entre l'origine et le point con- 
sidéré, ne peuvent être d'aucune utilité. Il nous reste donc le choix entre les for- 
mules 

(5) ^^=dLl' 



(6) ï^-^-V^ 

déjà indiquées, et la formule 

dpu_i dr 

pour nous en tenir aux plus simples. 

Ainsi Villari (Pogg. Ann., t. CXLllI, 1871) calcule la valeur de E par la for- 
mule (5), à partir de la courbe de charge d'un caoutchouc neuf. Le volume variant 
peu, il pose 

5L=:Vo, d'où ^*= dhV 

La valeur Vo lui est fournie par des mesures de diamètre faites en un grand 
nombre de points; elle pourrait être obtenue plus aisément par la balance hydro- 
statique. On a représenté figure i une courbe analogue à celles de Villari. Voici 
les conclusions que Villari tire de ses expériences : 

Le caoutchouc possède trois modules d'élasticité, un premier constant et petit 
de l'ordre de 0,07.5 ; un second encore constant et grand de l'ordre de 3o ; et enfin 
un moyen et variable qui croît rapidement et relie le premier au troisième. Le pre- 
mier s'applique de A= i à A = 2, le second pour A >> 4> et le troisième pour les 
valeurs intermédiaires. Les nombres de Villari ne semblent pas vérifier ces con- 
clusions ; disons simplement que le paramètre E5 de Villari, très petit et à peu 
près constant pour A voisin de i, croît régulièrement quand A croît. La courbe E5 
(fig- 1), représente l'allure des variations de E en fonction de A. 
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Quant aux valeurs numériques, elles sont infiniment variables suivant le caout- 
chouc utilisé. E3 est exprimé en kilogrammes par millimètre carré. Pour le caout- 



Fig. I. 



Chargée P. 




chouc dont se sert Viilari, une surcharge de 0^,75 serait donc capable d'allonger 
de I pour 100 un (il ayant i"*"' de section, quand il est tendu par une charge 
faible. 

Pour faciliter les discussions et préciser les idées, nous admettrons que la 
courbe de première traction peut se représenter par l'expression 



P^K'-i)'"^''*-'^' 



on en tire 



d? 

d\ 



a 



^A, 



^P 

dS} 



A» 






La courbe présente un point d'inflexion pour A'=2a:6. La tangente à la 
courbe P| A s'incline donc au début (au voisinage de A = i), devient le plus hori- 
zontale possible pour A^= 2a:6 (point d'inflexion A), puis se relève indéfini- 
ment. On a 



La figure i représente en unités arbitraires P, E5, E7 en fonction de A; les 
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calculs ont été faits en posant a = 800, h == 80. Elle coïncide à peu près avec une 
des courbes de Villari. 

Il ne s^agit ici que de préciser les idées. Il serait bien souvent plus exact de 
poser 

La courbe présente alors un point d'inflexion pour A^ = a : 6. On a 



E,= ^(a + 6A»), 

*0 



E,= i(j+»A.). 



On peut avoir quelquefois à considérer le produit 






Il est, suivant les hypothèses, 

% -^ b\\ ^ H- bAK 
A A 

Il peut, suivant les valeurs de a et de 6, présenter un minimum pour A >> i . 

5. Les auteurs qui ont défini le module, à partir des courbes de traction, ont 
choisi tantôt Tune, tantôt Tautre des formules (5), (6), (7). Aussi ont-ils énoncé 
les mêmes résultats généraux sous des formes très différentes donnant Fillusion de 
véritables découvertes. 

Voici, par exemple, Stevart qui, dans une brochure sur V Élasticité du caout- 
chouc vulcanisé (Gaulhier-Villars, 1888), prend pour définition du module la 
formule 

Naturellement, il conclut : « qu'à Torigine, il a une valeur maximum correspon- 
dant au minimum d'extensibilité (le mot maximum est incorrect); il diminue 
ensuite jusqu'au tiers de cette valeur au moment où la longueur est doublée (ceci 
ne vaut que pour Téchantillon utilisé par Fauteur), puis augmente de nouveau 
jusqu'au point de rupture ». 

Imbert {Thèse de Marseille, 1880) pose la même définition, se sert encore de 
la courbe de charge et naturellement parvient aux mêmes résultats. 
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Wertheim avait, lui aussi, déduit le paramètre £ de la courbe de charge. 

Cantoue {Rend. ht. Lumb., t. XXXI, 1898) fait parcourir des cycles au fil de 
caoutchouc et déduit les valeurs de £ de la forme des courbes d'aller et de retour, 
par la définition suivante, dérivée de la formule (6) : 



Ee = 



s' s 



logL'— logL 



A défaut d'autres avantages, ces derniers calculs ont au moins celui de mettre 
en évidence la relativité de la définition. En somme, dire avec Cantone que le 
module croît dans la première partie du cycle (charges croissantes) et décroît dans 
la seconde (charges décroissantes), revient à donner des indications sur la forme 
des courbes qui limitent le cycle dans une expérience particulière. Comme ces 
courbes sont différentes suivant les limites du cycle, la manière dont il est décrit 
et généralement toutes les opérations antérieures, les nombres £ sont naturelle- 
ment très variables. Ce n'est pas une objection contre leur emploi : mais il est 
essentiel de remarquer qu'ils ne peuvent, en aucune manière, caractériser les pro- 
priétés purement élastiques du caoutchouc, aucun procédé ne permettant l'élimi- 
nation de l'influence de la réactivité sur la forme des courbes. 

Les physiciens ont le droit de traduire leurs expériences comme il leur plaît, à 
la condition de ne pas donner le change sur le caractère de leurs résultats. Qr, on 
attache au mot module l'idée d'un paramètre caractéristique des propriétés pure- 
ment élastiques; on n'a plus le droit d'en faire une fonction arbitrairement choisie 
des coordonnées d'un point d'une courbe et de sa tangente, alors que cette courbe 
est le résultat de deux et même trois groupes de phénomènes : élasticité parfaite, 
réactiviré, déformations permanentes. 

De plus, il est bien inutile d'introduire dans la question le mot module, si le 
simple tracé des courbes donne des indications équivalentes : dans toutes les défi- 
nitions rappelées, le module est une fonction plus ou moins complexe de L, P, 5, 

-Tj-, quantités que l'on connaît immédiatement par le tracé de la courbe. 

On ne supprime aucune difficulté en utilisant des cycles étendus fixés. 11 n'est 
pas sur que, même après un certain nombre de répétitions, les courbes qui les 
limitent deviennent indépendantes de l'histoire antérieure du fil; certainement 
elles restent sous la dépendance des phénomènes de réactivité, qu'il faut précisé- 
ment s'efTorcer d'éliminer pour obtenir une donnée nouvelle sur les propriétés de 
la matière. 

6. Définition du module par la vitesse de propagation d^un ébranlement 
longitudinal unique. — Supposons que nous soyons parvenus en un point quel- 
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conque A d'une courbe de charge ou de décharge pour lequel la charge, la lon- 
gueur et la section soient P, L, s. Après un temps d'arrêt plus ou moins long en 
ce point, déplaçons brusquement une des extrémités du fil d'une quantité très 
petite, soit pour diminuer, soit pour augmenter la tension. Il naît une onde lon- 
gitudinale condensée ou dilatée qui se déplace avec une vitesse que Ton mesure. 
La propagation d'un ébranlement longitudinal le long d'un cylindre se fait avec 
une vitesse uniforme donnée par la formule 



-v/*- 



E5 est défini par la relation (5); 2 est le poids spécifique. Cette vitesse est rela- 
tivement faible pour le caoutchouc, comme le montre le calcul suivant. Soient 
E=o,i en kilogrammes par millimètre carré, 5 = i en kilogrammes par déci- 
mètre cube; pour appliquer la formule nous devons poser ^' = y,8i et exprimer 
toutes les quantités dans le système du kilogram mètre. On aura donc 

E = 10* kilogrammes par mètre carré, ô = 10' kilogrammes par mètre cube, 

d'où 

r = 3i",3. 

Je donne ce nombre seulement pour fixer les idées. 

Assurément, la formule présente quelques incertitudes. Outre qu'on ignore si 
la déformation est isotherme ou adiabatique, le frottement intérieur, dont nous ne 
connaissons pas la loi, mais qui est considérable, peut modifier profondément la 
vitesse. Quoi qu'il en soit, admettons comme légitime de poser, dans les condi- 
tions précédentes, £3= At^, /celant un coefficient indépendant de la tension et 
de la température; la formule fournit un mojen de déterminer E5 pour des ten- 
sions et des températures quelconques. 

rfP L 

7. Il est essentiel de remarquer que la quantité £5= -7= — , déterminée d'après 

ces hypothèses, se rapporte au point A considéré de la courbe de charge et de 

^P . . 

décharge. Le quotient -7|- est celui qui correspond à la courbe de déformation 

obtenue à'partir du point A quand la tension augmente ou diminue. Il résulte de 
là que ce quotient doit généralement avoir une valeur très difierenlc, si l'on pro- 
duit un allongement ou si l'on produit un raccourcissement. En d'autres termes, 
à partir d'un état déterminé de tension, obtenu par une suite déterminée d'opéra- 
tions, une onde dilatée (qui correspond au déplacement brusque d'une des extré- 
mités du 'fil dans le sens d'un accroissement de longueur) ne se propage pas aivec 
Fac, de T., a» S., VL 25 
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la inénie vitesse qu'une onde condensée (qui correspond au déplacement brusque 
d'une des extrémités du (il dans le sens d'une diminution de longueur). On peut 
même prévoir que cette vitesse variera notablement avec le temps que le fil aura 
passé sous une certaine charge et que, pour un temps suffisant, les deux vitesses 
que nous venons de distinguer se rapprocheront l'une de l'autre jusqu'à se con- 
fondre. 

Ainsi, cette méthode donnera, avec beaucoup de difficulté et quelque incerti- 
tude^ des résultats tout aussi variables que ceux qu'on obtiendrait en calculant £ 
à partir des courbes de charge ou de décharge. Il serait assurément du plus haut 
intérêt de voir si l'expérience confirme ces raisonnements, mais cela n'a jamais 
été fait et, autant qu'on peut en juger, il faudrait une singulière habileté pour 
mener à bien des expériences aussi délicates. 

8. En 1872, Stefan {Wien. Acad. Sitzungsberichtey t. LXV) a proposé une 
méthode, appliquée depuis, par Exner (fWrf, t. LXIX, 1874)» q"i s'appuie sur la 
mesure de la vitesse de propagation d'un ébranlement longitudinal, mais qui, 
malheureusement, est d'une interprétation extrêmement difficile. 

Ils utilisent le chronoscope de Hipp. C'est un mouvement d'horlogerie à poids 
réglé par une lame vibrante. Un ou plusieurs électros, agissant sur une armature 
unique, peuvent instantanément embrayer ou désembraj'er les aiguilles entraînées 
par le mouvement. L'une d'elles exécute un tour de son cadran en un dixième de 
seconde et donne les millièmes de seconde; l'autre fait un tour de son cadran 
en 10* et donne les dixièmes de seconde. Nous supposerons, par exemple, que la 
rupture d'un circuit électrique A fait partir les aiguilles et que la fermeture d'un 
circuit B les arrête; peu importent les dispositions mécaniques. Voici maintenant 
le schéma de l'appareil employé et le résumé de la méthode {fig^ 2). 



Fig. 2.. 




CtLOUtohOUC 




Le caoutchouc tendu applique les pièces métalliques a et 6, mobiles autour des 
axes a et p, contre les pièces fixes a' et i'. Le circuit A est alors fermé, le circuit B 
est mis en court-circuit et rien ne passe à travers. Les pièces a et b sont tirées 
vers les buttoirs e par les ressorts /*. Enfin, le caoutchouc est relié à la pièce a par 
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un fil à coudre /: sa seclion est d'environ 2"°', sa composition est telle que loos 
doublent sa longueur. 

On brûle le fil/; brusquement le circuit A est rompu, les aiguilles du cliro- 
noscope se mettent à tourner. L'ébranlement se propage, la tension décroît le long 
du fil; au bout d'un certain temps, les pièces b et b' se séparent, le court-circuit 
disparait, le courant passe dans le circuit B et les aiguilles s'arrêtent. On mesure 
ainsi le temps t qui s'écoule entre la rupture du contact aa' et la rupture du 
contact bb\ Le quotient de la longueur du fil (quelques mètres) par le temps t 
donne une vitesse v qu'il s'agit d'interpréter. 

9. C'est justement ce qu'il est impossible de faire, l'expérience ne correspon- 
dant pas à des conditions bien déterminées. Nous sommes loin des définitions 
du n" 6. Dans l'expérience de Stefan, on n'impose pas un petit allongement ou 
raccourcissement à partir d'un point du plan longueur-charge; on revient jusqu'à 
la tension nulle à partir de longueurs qui peuvent atteindre 5 fois la longueur 
initiale. Or, pour que le ressort /• écarte l'une de l'autre les pièces b et b', il faut 
que la tension du caoutchouc au niveau de la pièce b soit descendue au-dessous 
de la tension actuelle du ressort r. Pour nous faire une idée du phénomène, sup- 
posons qu'on déplace successivement de très petites longueurs l'extrémité / du 
caoutchouc, conformément à la technique du n® 6. Pour chacun de ces petits 
déplacements, il naît une onde condensée qui se propage le long du caoutchouc 
et dont la vitesse varie (et, comme nous le verrons, diminue) à mesure que le 
caoutchouc se trouve de moins en moins tendu. Donc la vitesse qiCon enregistre 
doit être peu supérieure à la vitesse qui correspond à la tension du ressort r, 
quelle que soit d'ailleurs la tension initiale du caoutchouc. Pour qu'il soit pos- 
sible d'interpréter les résultats, il faudrait donc que la tension du ressort r fût 
variable avec l'expérience et toujours très peu inférieure à la tension du caout- 
chouc au moment où l'on brûle le fil/. Il ne semble pas que les auteurs aient 
systématiquement réalisé cette condition^ les résultats obtenus indiquent, en effet, 
une augmentation de la vitesse de propagation beaucoup trop petite quand la ten- 
sion initiale croît, conformément au raisonnement précédent. La tension du 
ressort r devait être, en réalité, assez peu différente d'une expérience à Tautre. 

Mais cette précaution eût-elle été prise, que la méthode n'en resterait pas moins 
mauvaise, puisqu'il est impossible, avec la technique employée, de déterminer la 
succession des valeurs de E le long d'un cycle. A la fin de chaque expérience, en 
effet, la tension est nulle; les résultats successifs ne correspondent pas aux divers 
points d'un même cycle, mais aux extrémités de cycles différents. Sans parler 
de la brutalité de la déformation et de la difficulté de comparer les résultats 
d'expériences séparées par de tels chocs. 

Comme je l'annonce plus haut, ces considérations sont justifiées parles faits. 
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Voicî les vitesses trouvées par Exner, à partir des allongements A (page 107 du 
Mémoire, Tableau I[), 



A. 






47", -2 
I 



3. 

56'", 9. 
1,41 



4. 

62-", 9 
»w7 



5. 

65", 9 
î,95 



Les valeurs de E5 sont déduites de la formule E3=:A'i'^, en prenant E=i 
pour A = 2. Or, nous avons vu que Villarî, calculant les valeurs numériques de E, 
à partir de la courbe de charge et avec la même défînition, trouve des nombres 
qui varient dans les mêmes conditions de 1 à i3, ou de 1 à 34i suivant q^^on 
considère les Tableaux II cl III ou le Tableau I de son Mémoire. Assurément, il 
faudrait faire le calcul sur la courbe de décharge du caoutchouc lui-même utilisé 
par Exner : il est cependant certain que les variations de E seraient d'un autre 
ordre de grandeur. 

Considérons d'ailleurs la quantité E7 qui est proportionnelle à dPldX. On 
Tobtient, à un facteur constant près, en divisant E5 par le carré de la longueur 
actuelle. Comme nous le verrons, dans une définition correcte de E5, E7 présente 
toujours un minimum au voisinage de A = 2,5, même sur une courbe de décharge. 
Or, nous trouvons, d'après les nombres d'Exner, 



A. 



E7 



3. 



4. 



5. 



23o i57 



110 78 unités arbitraires, 



ce qui est sûrement inexact. 

Ainsi, même correctement appliquée, la méthode basée sur la vitesse de pro- 
pagation d'une déformation unique revient à prendre, pour point de départ de 
la défînition du module, les courbes de charge et de décharge et est sujette à de 
nombreuses incertitudes. Appliquée comme Tout fait Stefan et Exner, il est 
impossible d'en tirer quoi que ce soit. 

Ces auteurs ont aussi étudié Tinfluence de la température. La vitesse diminue 
notablement quand la température croît. Nous aurons l'occasion de revenir sur ce 
résultat, intéressant au point de vue qualitatif. 



DEFINITION DU MODULE PAR LES CYCLES TRES PETITS. 

10. Nous sommes donc amenés à baser sur les propriétés des cycles très petits 

répétés un grand nombre de fois une définition du module. 

, . dP 
Un tel cycle est défini par son inclinaison — = C; les deux principales 
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mélhodes utilisées dans ce Mémoire fournissent directement cette quantité. Elle 
ne diffère du paramètre E7 que par le facteur Lo iSo» Connaissant C, on peut cal- 
culer la valeur de E5 d'après la loi très suffisamment exacte, en général, que le 
volume est invariable. On a, en effet, 

5L:^5oLo, d*0ll 5oLoEs=:CL'. 

Il suffît de multiplier C par le carré de la longueur actuelle pour obtenir E5 en 
valeur relative. Ce paramètre intervient directement dans la propagation des 
ondes longitudinales : il est immédiatement déterminable par Texpérience. 

Le calcul de Eo, à partir de C, exige que l'appareil permette de déterminer non 
seulement la longueur actuelle, mais encore la tension actuelle. Même en admet- 
tant la loi précédente, on trouve 

5oLûEfi=CL»-HPL. 



La méthode statique, dont il sera parle, fournit toutes les quantités nécessaires. 
Le paramètre Eo ne correspond pas à une expérience directe; il a été proposé par 
M. Cantone, comme conséquence d'idées théoriques passablement confuses, sur 
lesquelles je me garderai bien d'insister, et qu'on trouvera tout au long dans le 
Nuovo Cimento pour 1898. J'ai déjà dit que M. Cantone le calcule à partir des 
courbes de traction. 

H. Dans la première méthode de mesure du paramètre C, ou méthode sta- 
tique à charge moyenne constante, on applique strictement la défînition. On 
impose une charge périodiquement variable, suivant une loi connue, entre deux 
limites fixes et rapprochées P| et P2, et l'on mesure la variation correspondante 
de longueur. Je reviendrai plus loin sur la technique : on se reportera utilement 
au Chapitre I de mon Mémoire Sur les courbes de déformation des fils métal- 
liques, où cette méthode est appliquée, pour la première fois, systématiquement 
et correctement (Ann. de la Fac, de TouL, 1899). ^^ obtient un coefficient 
proportionnel à E7. 

12. Dans la seconde méthode, ou méthode dynamique à longueur moyenne 
constante, on utilise l'élasticité du caoutchouc à entrenir des oscillations pendu- 
laires. Voici la théorie de Texpérience {fig» 3). 

Un pendule est suspendu au point O et oscille dans le plan du tableau. Soient d\L 
son moment d'inertie, CO le couple dû à la pesanteur pour une élongation 0; la 
durée d'oscillation T| est donnée par la formule 

5ÏU 
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II. BOUÂSSE. 



Fixong maintenant au point B du pendule le milieu d'un caoutchouc AC, plus 

ou moins tendu entre les points fixes A et C. Soit ^=OB. Quand le pendule 
oscille, le point B se déplace de la longueur ^d. Posons 

c-dP:dL. 

Le couple qui résulte de la variation de tension des deux moitiés du caoutchouc 



Fig. 3. 



0». 



A 



B 



'\d 



9 



agissant dans le même sens est 2Cd^^, Sous l'influence combinée de ce couple et 
de la pesanteur, la durée d'oscillation devient 



d'où l'on tire aisément 






T,_27:y/^,^^^^^,; 



C Tî — TJ _ 27r«;)n./ I I 



2d' 



* 1 



d^ [t\ 



T? 



Cette méthode permet les mesures absolues, mais.se prête surtout aux mesures 
relatives, le coefficient Cl '2d'^ étant rigoureusement invariable. 

il semble qu'il existe une méthode plus simple : fixons un fil de caoutchouc par 
son extrémité supérieure et suspendons librement à son extrémité inférieure une 
masse M qui donne un allongement A. Faisons osciller la masse : la durée des 
oscillations est 



/M 



La difficulté technique d'application de la méthode dynamique, encore plus 
grande sous la seconde forme que sous la première, réside dans l'entretien des 
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sique de Melde pour l'oblention des vibrations transversales. La figure 4 repré- 
senle l'appareil. 

L'une des extrémités de caoutchouc est attachée à l'une des branches du dia- 
pason ; l'autre est prise dans une pince qu'on peut déplacer le long d'un banc et 



Fig. V 




arrêter dans une position quelconque à l'aide de la vts de pression v. Le banc, 
long de 5"", est facilement construit avec du l'euillard et des règles de bois vissées 
sur une pièce de bois en forme de T renversé. Le banc est aussi rigoureusement 
que possible normal aux branches du diapason qui est entretenu électriquement. 

Quand la tension du caoutchouc atteint et dépasse i^^, la pièce qui supporte le 
talon du diapason Qéchit et l'une des branches frappe l'électro-aimani; le phéno- 
mène devient irrégulier. Pour obvier à cet inconvénient, j'ai fait monter le dia- 
pason sur une pièce qui peut tourner, à frottement dur, autour de l'axe O : elle 
est terminée par une pièce rigide prise entre les vis V. Par leur moyen, on règle 
convenablement la position du diapason, quelle que soit la tension du caoutchouc. 

Les branches du diapason oscillent sans boitements, malgré la tension du 
caoutchouc, ce qui est conforme à la théorie. Pour obtenir des battements, il 
faut, non pas exercer une tension sur l'une d'elles, mais ajouter une masse. 

L'expérience actuelle, sur le détail et la discussion de laquelle je reviendra! 
plus loin, a un sens théorique précis. Les oscillations sont petites et nombreuses. 
On s'étonne que Stefan ait cherché à lui substituer une expérience (n" 8) beau- 
coup plus difficile et sans valeur théorique. 
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VARIATION DU MODULE AVEC LA TEMPÉRATURE ET HYPOTHÈSE DE LA LONGUEUR 
FONCTION DÉTERMINÉE DE LA CHARGE ET DE LA TEMPÉRATURE. 

14. Nous avons vu combien la question de la définition du module est loin 
d'avoir reçu jusqu'à présent une solution satisfaisante. Nous n'étonnerons per- 
sonne en disant que Tétude des variations de ce module avec la température est 
peu avancée. 

Voici, rapidement résumées, les expériences faites à ce sujet ; 

Thomas {Les Mondes, 18G9) écrit ; u Tous les contremaîtres savent que le 
caoutchouc chaud est plus raide, comme ils disent, que le froid; c'est-à-dire que 
sa force d'élasticité est plus considérable, que le même effort l'allonge moins. » 
C'est là une affirmation sans précision et sans preuve. 

Les expériences de Schmulewisch {Pogg. Ann.y t. CXLIV, i87i)ne prouvent 
pas davantage. Il chauffe un fil de caoutchouc à longueur constante et détermine 
la variation de tension. Le procédé expérimental est peu précis mais original. 

L'auteur attache le fil de caoutchouc à une corde de boyau qui repose sur un 
sonomètre, les autres extrémités du fil et de la corde sont invariablement fixées. 
Le caoutchouc est entouré d'un manchon dans lequel on verse de l'eau pour modi- 
fier la température. L'expérience prouve que le son rendu par la corde de boyau 
(dont la tension est celle du caoutchouc et dont la longueur rcsle sensiblement 
constante et indépendante de la tension) monte quand on chauffe le caoutchouc, 
ce qui prouve uniquement que la tension du caoutchouc, chauffé à longueur 
constante, croît. 

Ce résultat n'a aucun rapport avec le problème que Schmulewisch se proposait 

de résoudre. 

Posons 

d\ . dP 

ce qui n'implique aucune hypothèse pour une transformation petite. Faisons 

^A = o ; 

il vient 

dP=—!xEsdt. 

Or, on sait que a<[ o, au moins si P n'est pas trop petit; donc on a simultané- 

d\i 
ment rf/ >> o et rfP>o, ce que confirme l'expérience : le signe du quotient -r-^ 

importe peu. 

Schmulewisch tire de ses expériences une seconde conclusion : P croît d'au- 
Fac, de T., 2- S., VL 26 
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lant plus pour un même écart de température, ou si l'on veut -r- est d'autant plus 

grand que P est plus grand. Cela veut dire que le produit aE^, envisagé comme 
fonction de P, croît en valeur absolue quand P croît. Or on sait bien que a croît 
en valeur absolue quand P croît; mais le produit Er,s varie d'une manière compli- 
quée avec P; on ne sait pas si, généralement, aEs doit croître avec P. 

En définitive, le Mémoire de Schmulewisch n'apprend rien sur les variations 
du module avec la température, et ce qu'il apprend était antérieurement connu. 

Kussner (Caris liepertorium, t. XVIII, 1882 et Wicd, yinn,, t. XLIII, 1891) 
|)rend pour E la définition précédente (n"5); il opère directement en imposant 
des charges variables; il trouve que E5 décroît quand la température croît. Lundal 
(Wied. yinn,, t. XLVI, 1898) arrive à la conclusion opposée. Il est fort inutile 
de discuter les expériences de ces auteurs. Ils ne se rendent pas compte de la com- 
plexité du problème, et leur point de vue est si dilTérent du nôtre que nous per- 
drions notre temps à relever leurs erreurs de raisonnement. 

J'ai déjà signalé et discuté les expériences de Stefan et d'Exner (n"* 8 et 9). Voici 
comment ce dernier décrit ses résultats : 

<( Maintenant, pour pouvoir régler les expériences pour des températures plus 
élevées, le fil de caoutchouc est placé dans une chambre de chauffe à régulateur. 
On a étudié un morceau de caoutchouc vulcanisé, noir, qui a servi aux précé- 
dentes recherches. Le Tableau suivant montre la relation de la vitesse de propa- 
gation avec la température : 

0'. IS*. 33». 50». 60». 70». 

54'", o 47™, o 37™, 5 3o™,7 3o'",2 29", o 

» Après cette expérience, on retrouvait à la température du laboratoire le même 
nombre 47'" î le caoutchouc n'avait donc éprouvé à peu près aucune modification 
permanente par l'application des hautes températures. » Pour savoir combien fausse 
est cette affirmation, au moins si on la généralise à toutes les espèces de caoutchouc, 
on relira le n** 14 de notre Mémoire Sur les courbes de traction du caoutchouc 
vulcanisé, « On voit donc d'après ce Tableau que la vitesse de propagation et, 
par conséquent, aussi, l'élasticité décroissent quand la température croît. » 

Le texte n'indique pas si, pendant l'échauffement, la longueur du caoutchouc 
restait constante, ou si la tension était maintenue invariable. Il semble que la 
première technique ait été employée, parce qu'autrement Tauteur donnerait* 
quelques renseignements sur la manière de ramener toujours la tension à la même 
valeur. 

Quand on chauffe à longueur constante, P croît, au moins pour les A consi- 
dérés. Donc, simultanément, la température s'élève et la tension croît. Exner 
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T est le coefficient de Poisson défini par la condition 



Posons 
il vient 



d log A =: — 0- d log A. 



4> = V:Vo; 



d^ d\ d\ ^ .^ . ,_2(T 

(9) ■ir='-'X'^T^^'''^'''^^''^^~Ë7"'^^^' 



E a ici la définition E5. ^^ 

Posons 



a 4- 2j3 = y; 



a est le coefficient de dilatation longitudinale à charge constante; ^ est le coeffi- 
cient de dilatation transversale à charge constante j y est le coefficient de dilata- 
tion cubique à charge constante. J'ai déjà montré directement qu'il est absurde de 
supposer que a soit une fonction déterminée de P et de A et nous savons aussi 
(|ue E ne peut jouir de cette propriété. 

Quoi qu'il en soit, écrivons que rfAlA et e/A : A sont des dilTérenti elles exactes. 
Il vient 



te) 



o 



r 



âP~ ôt ~~ E*5 dt E5' dt 



TV, ds dl i ds 2 dl f. 

s A s dt 1 ôt 



<^a I JE 2(3 

('^) ^JP=-Ëi-57- E 

On doit avoir de même 



\eJ r d(J ^UJ 



<?(3 __ \¥és) __ \ d(J \E5/ __ ^ d(T dci_ 

JP"" ôt~ ""—£5 di ~^ ôt ~"~Ê5 57 ""^dP' 

En particulier, si 1 ne dépend pas de la température et vaut o,5, on a 

c);3 doL 
^dP^JP==^- 

Ce sont ces conséquences de l'hypothèse qu'on a voulu mettre en œuvre. 

16. Avant d'aller plus loin, nous devons dire quelques mots de l'ordre de 
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grandeur des coefficients de dilatation. Les trois coefficients a, jî, y ne sont pas 
les seuls que l*on rencontre. Il faut encore distinguer : 1° le coefficient yi de dila- 
tation cubique sous tension uniforme constante; on ne peut pratiquement en 
déterminer la valeur que sous la pression atmosphérique; 2" le coefficient y' de 
dilatation cubique à longueur constante. 

Voici ce que Texpérience apprend sur leur ordre de grandeur. 

Sous la pression atmosphérique, Joule trouve Yi = o,ooo53. Il pèse le caout- 
chouc dans Teau aux températures 2**, 25 au-dessus et 2", 25 au-dessous du maxi- 
mum de densité. 

La dilatation est positive et plus considérable que celle d^aucun autre corps 
solide, vingt fois plus grande que celle du platine, trois fois plus grande que celle 
du mercure. 

Lebedeff (Soc. chim, russe, t. XIII) trouve un nombre encore plus grand : 
Yi = 0,00067. 

Il s'agit dans ces expériences de caoutchouc vulcanisé. Pour du caoutchouc 
pure gomme, Lundal ( IVied, Ann., t. XLVI, 1898) trouve yi = 0,00070 à 0° et 
y, =z= 0,00085 à 60**. 

Quoi qu'il en soit, y, est certainement considérable. 

Pour étudier le coefficient y', on détermine la densité du caoutchouc enroulé 
sur un petit cadre muni de vis qui permettent d'imposer au fil une longueur inva- 
riable et connue dans chaque expérience, mais variable d'une expérience à la sui- 
vante. L'eau dans laquelle le cadre et le caoutchouc sont plongés est portée à des 
températures variables. Lebedeff a trouvé 

A = I , yi = 0,00067 ; A = 2, y' = 0,00068. 

Ces coefficients sont donc à peu près égaux et y' est plutôt un peu plus grand. 
Lundal conclut que y' est indépendant de A, ce qui revient à poser 

Ceci posé, reprenons les équations du n" 15 et écrivons 

d\ zn o ; 



il vient 



0Ldt-\-~=O, ^=P,dt--^dP=(â-h(X(T) dt, 

E^ A ^ E5 ^^ ' 

d^ 

-^ =y'dt=2(^ -ho:(T)dt — [y --{1 — 2(7) (x]dt; 



d'où enfin les relations 

y'zr 2(3 -h 2a(y — y — (l— 2ff)(X, 
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Si Ton admet 7 = o,5, ce qui est peu éloigné de la vérité, on aurait donc 

Or on sait que a est généralement négatif; il faut donc que ^ soit positif et très 
grand, puisque Ton a 1^ ^z^ — a et que y' est lui-même positif et très grand. 

Rn définitive, quand un caoutchouc est chauffé à charge constante, son dia- 
mètre doit augmenter considérablement, alors que sa longueur diminue, puisque 
son volume augmente malgré la diminution de longueur. 11 est important de 
remarquer que, sous cette forme un peu vague, la proposition n'est que la traduc- 
tion de Texpérience. Revenons aux conséquences de l'hypothèse. 

17. Dans un Mémoire sur Taclion delà tension sur les coefficients de dilatation 
des fils métalliques (Pogg, Ann., t. CXLV, 1872), Dahlandcr arrive à la relation 

(p. i5i) 

* d^ ~ È» dt ' 

11 néglige donc le terme 2J3: E qui, efTectivement, semble négligeable pour les 
fils métalliques. 

On peut admettre que, pour le cuivre, — Tp ^st de Tordre de 0,0007; 'o^'^J^'^ 

de grandeur de [â, qui est sensiblement alors égal à a, est 0,00002. Les deux termes 

= -j- et 2 p sont donc entre eux comme i o : 1 . 

Mais cette formule a été employée par Graëtz pour calculer des expériences sur 
le caoutchouc {Wied, Ann., t. XXVIII, 1886) dans un Mémoire véritablement 
ahurissant. L'auteur commence par admettre que la théorie de l'élasticité s'ap- 
plique (ce qui est faux) et que, si l'on connaît or, on pourra déduire le module de 
traction du module de torsion. Ceci posé, il étudie les variations du module de 
torsion avec la température, passe par le calcul au module de traction, admet que 
la longueur est fonction déterminée de la température et de la charge et en arrive, 
d'erreur en erreur, à appliquer la formule (10), sous la forme incomplète connue 
an Allemagne sous le nom de Dahlander, 

Cherchons si le terme 2p : E est négligeable. D'après les expériences de Joule, 

on peut adihetlre que — 5 -jp est de l'ordre de o,o25 en kilogrammes pUr millimètre 

Cirré. Joule trouve en effet que la variation -y^ est 0,0001 environ pour une corde 
^ H^û**"*' d^ section, P étant évalué en kilogrammes. 

Si U corde avait i"""' de section, --^ aurait une valeur numérique ^/\o fois plus 



» . 
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grande environ, de l'ordre de o,025 par conséquent. Or E, pour de pelîls allon- 
gements, est de Tordre de 0,1; donc 2 : E est de Tordre de 20. 11 suffirait que |i 
soit de l'ordre de 0,001 25 pour que le second terme du deuxième membre de 
l'équation l'emportât sur le premier et nous avons démontré que ^ devait être 
positif et grand. 

Graëtz introduit dans la formule les nombres de Joule obtenus pour un certain 
caoutchouc, puis des nombres obtenus par lui-même sur un autre caoutchouc : il 
trouve que la formule n'est pas vérifiée-, il serait vraiment extraordinaire qu'elle 
le fût. 

Il conclut alors que les résultats ne sont pas les mêmes suivant qu'on échauffe 
d'abord et que l'on tend ensuite, ou suivant que l'on procède dans l'ordre inverse. 
Et ce résultat fondamental, que la première expérience venue bien faite aurait 
prouvé directement avec surabondance, il s'efforce de le déduire de ce fait qu'une 
formule incomplète ne se vérifie pas. 



18. La formule de Dahlander a pris une certaine importance, parce qu'elle pa- 
raissait résoudre le problème de la variation de E avec la température. Si, en effet, 
l'on peut poser 

^ — __ L ^ 
^ dV E* Ot' 

comme il est certain que le premier membre est négatif, il faut que E croisse 
avec la température, résultat singulier qui a beaucoup excité la curiosité. Mais 
nous venons de voir que cette formule est incomplète et que, complétée, elle 
contient des coefficients difficiles à déterminer et dont la définition même est 
incertaine. 

On a cherché à tourner cette difficulté en prenant une autre définition pour le 
module d'élasticité. Posons en effet 

cfL = aia^ H — —» 

o 

Le coefficient C est alors directement déterminable par l'expérience (n"* il et 
suivants). Dans l'hypothèse que L est une fonction bien déterminée de la charge 
et de la température, on a 

. dc^ i^ de 

^'^^ dV ~~ Ô dt' 

Or l'expérience prouve que le signe du premier membre est toujours négatif. 
Ce fait est d'ailleurs une conséquence nécessaire de Thjpothèse fondamentale que 
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nous discutons. On a, en eiïet, 
or 



ÔL ^ 

^p > o, a < o, 

sauf pour les petites charges; le second terme est donc généralement négatif et, 

quand il est positif, il est plus petit que le premier. Donc -r^ est bien négatif et 

dC . . 

-T- est positif. D'où la conclusion : 

C considéré comme fonction déterminable une fois pour toutes de P et de /, 
croît quand t croit, à tension constante. Mais cette conclusion ne vaut que ce 
que vaut V hypothèse, c^est-à-dlre rien du tout, 

Imbert {Thèses de Marseille, 1880) emploie le paramètre C, Mais, après avoir 
posé la formule (12) et admis que le premier membre est toujours négatif, il con- 

dut que -r- peut être tantôt positif, tantôt négatif, suivant le signe de a|. Je ne 

reproduirai pas l'étrange raisonnement qui est censé légitimer cette conclusion 
déconcertante; je me garderai bien d'entrer dans la discussion d'un Mémoire que 
je signale seulement pour qu'on ne puisse m'accuser de l'ignorer. 

En définitive, la question de la variation du module avec la température doit 
être reprise sans faire aucune hypothèse, et en partant de définitions du module 
qui, appliquées aux déformations isolhermiques, soient précises et correctes. 



MODULE C A LONGUEUR CONSTANTE. MÉTHODE DYNAMIQUE. 

19. Description schématique du pendule et du procédé d^entretlen des 
oscillations, — La figure 5 représente schématiquement le pendule. Il oscille au- 
tour de Taxe horizontal O, porte des masses PP', une tige horizontale légère en 
bois EF et un aimant courbe RS dont le centre est au point O. En a, 6, c sont 
des ponts en fil de cuivre dont les branches plongent dans deux godets pleins de 
mercure pour une position convenable du pendule. Les godets «, qui se projettent 
l'un sur l'autre dans la figure, sont reliés quand le pendule est dévié d'un petit 
angle vers la droite à partir de la verticale; les godets 6 et c sont reliés deux à 
deux, quand le pendule est dévié d'un petit angle vers la gauche à partir de la 
verticale. Ainsi se trouvent fermés des circuits que nous appellerons a, b et c. 

En h se trouvent deux nacelles de porcelaine (qui se projettent Tune su^ 
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Taulre dans la figure) pleines de mercure; elles font partie du circuit des bobines^ 
et / et sont reliées électriquement pendant un instant quand le pont de cuivre 
qui termine le pendule passe par la verticale. 

Toute la difficulté d^entretien du pendule consiste en ceci : lors de deux pas- 
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sages successifs par la verticale, les bobines doivent agir dans des sens différents. 
Il faut donc, par un procédé quelconque, soit changer le sens du courant, soit 
n'utiliser alternativement qu'une des bobines e et /. C'est à ce dernier parti que 
je me suis arrêté : pour augmenter la régularité de l'entretien, les bobines 
n'agissent que par attraction. 

La figure 6 représente l'appareil qui élimine automatiquement l'une des bo- 
bines. Le courant de deux accumulateurs passe constamment dans les éleclros E| 
et E2, montés en série. Quand l'armature OG, mobile autour de l'axe de O, est 
rapprochée d'un des électros, E| par exemple, elle reste collée contre lui. Sup- 
posons que nous mettions cet éleclro un instant en çourt-circuit, l'armature est 

Fac. de T., a* S., VI. 2^ 



attirée davantage par l'ëlectro E^ et va s'y coller. Elle reste en contact avec lui 
quand on supprime le court-circuit. 

Les courts-circuits sont produits par les ponts a et c placés sur la lige hori- 
zontale £F. Donc, quand l'extrémité inférieure du pendule passe par la verticale 

Fi g. 6. 




en venant de la gauche, le court-circuit c vient de se produire, l'armature OG est, 
par conséquent, au contact de l'électro E,. Quand, au contraire, l'extrémité in- 
férieure du pendule passe par la verticale en venant de la droite, c'est le court- 
circuit a qui vient de cesser, et, par conséquent, l'armature OG est au contact 
deEî- 

L'armature OG porte un ressort flexible GH terminé par une sorte de petit 
marteau isolant H. On voit aussi, en MN, deux ressorts flexibles qui peuvent être 
amenés au contact de P et fermer ainsi les circuits I et IL Quand OG touche E(, 
le marteau H appuie sur M, N, et ferme le circuit L Quand l'armature touche Ej, 
c'est le circuit II qui est fermé. Les circuits I et II sont ceux des bobines y et e. 

En définitive, voici comment les choses se passent : 

Supposons que le pendule soit en repos à l'extrémité gauche de son oscillation. 
ijc pont c est abaissé, l'électro Ej en court-circuit, l'armature OG au contact 
de E,, le circuit I fermé en IV| P, . Kien ne passe cependant dans la bobine F, dont 
li> circuit est encore coupé en H. Les choses se maintiennent en l'étal tant que le 
pendule n'est pas arrivé à la verticale. Un peu avant qu'il y arrive, le court-circuit c 
ce»c, ce qui ne modifie pas la position de l'armature OG. Au moment oà il y 
paifc, un courant instantané circule dans /, l'aimant RS est aspiré, le pendule 
reçoit une petite impulsion. 
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position du centre de gravité (et, par conséquent, simultanément T| et T2) tout 
en maintenant DÏL invariable, en plaçant la même masse dans deux positions sy- 
métriques par rapport à O. Théoriquement, on peut donc résoudre le problème 
posé : malheureusement, la mesure de C perd toute précision dès que le centre de 
gravité est bas, parce que T| et Ta diffèrent alors peu l'un de Taulre. J'indique 
néanmoins la méthode qui peut avoir d'autres applications. 

Les contacts de mercure sont faits par des ponts dont les branches sont formées 
par des vis qui permettent les réglages. Le réglage minutieux du pont h est parti- 
culièrement indispensable, puisque le mercure ne dépasse les bords des nacelles 
que de i™"* environ. 

A cause de la longueur de l'aimant RS (4o^™), les bobines n'agissent chacune 
que sur un pôle. Donc, la position du pôle dans la bobine est à peu près sans effet 
sur la grandeur de l'impulsion, pourvu que le pôle entier s'y trouve au* moment 
du passage par la verticale. On s'arrange de manière que l'extrémité de l'aimant 
soit alors vers le milieu de la bobine. 

Le chronographe est du modèle courant ù deux plumes, de la maison Hipp et 
Favarger, réglé par une lame vibrante. Il déroule i*^"* de papier à la seconde çl 
permet d'évaluer à la rigueur le centième de seconde. La seconde est fournie par 
une horloge entretenue électriquement. Souvent je déterminais la durée directe- 
ment avec un compte-seconde, en comptant 5o ou 100 oscillations. 

21. Reste à fixer le caoutchouc et à faire varier arbitrairement sa longueur. La 
difficulté est d'allonger simultanément de longueurs égales les deux parties AB 
et BC, de manière que leurs tensions restent égales et le point B le milieu de la 
longueur totale. J'ai résolu ce problème à l'aide des appareils représentés figure 7. 



Fig. 7. 
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A gauche on voit le couteau G de bronze fixé sur une plaque évidée AB et repo- 
sant sur le sillon creusé dans la pièce D. Celle-ci est solidement vissée au bâti 
général par ses deux extrémités. On donne au couteau une grande longueur (1 5*^"*) 
pour maintenir invariable le plan d'oscillation. Il est à peu près impossible de 
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faire rigoureusement rectiligne une arête aussi longue; aussi n^en conserve-t-on 
que les extrémités, comme le montre le dessin CC, qui représente la vue latérale. 
On pourrait aussi constituer le couteau par deux pointes reposant dans deux cra- 
paudines; nous verrons plus loin un exemple de cette disposition. 

Normalement à la plaque B est fixée horizontalement, par une mâchoire non 
représentée, la pièce dessinée à droite de la figure : elle rend le milieu du caout- 
chouc solidaire du pendule. Dans un carré creusé dans la tige AB passe une 
seconde tige CD, carrée à une de ses extrémités, cylindrique et filetée à l'autre. 
Les deux tiges portent les pièces cylindriques B et C formant mâchoires. Le 
serrage entre B et C est obtenu à l'aide de l'écrou E, qui se visse sur le filet D. Les 
pièces B et C sont écartées par un ressort à boudin non représenté et situé dans la 
tige AB. 

Enfin^ au milieu de la figure, on voit l'appareil qui sert à étirer le caoutchouc. 
Une roue dentée R tourne autour de l'axe O et est entraînée par la vis sans fin S, 
filetée sur la tige TT. La roue R porte un pignon p qui engrène sur la crémail- 
lère AB. Quand la tige TT tourne, la crémaillère AB se déplace vers la droite ou 
la gauche. A l'une de ses extrémités A elle porte une pince dans laquelle l'une 
des extrémités du caoutchouc est serrée. Imaginons deux appareils identiques 
placés à 3™ de distance l'un de l'autre et commandés par la même tige TT; leur 
seule différence consiste en ce que pour l'un la vis S est à droite, pour l'autre la 
vis S est à gauche. Le moteur entraîne la tige TT par l'intermédiaire de poulies et 
d'un inverseur de mouvement qu'il est inutile de décrire. 

Grâce au filetage inverse des vis S, la rotation de la tige T produit des mouve- 
ments inverses rigoureusement égaux des crémaillères et des pinces qui les ter- 
minent. Le caoutchouc est donc s^'métriquement étiré par rapport au point B 
{Jig- 5) solidaire du pendule, qui reste au milieu du caoutchouc. 

11 peut arriver que le morceau de caoutchouc ne soit pas parfaitement cylin- 
drique et qu'un allongement égal des deux moitiés ne corresponde pas tout à fait 
n la même tension. On est alors forcé de desserrer la pince qui rend le caout- 
chouc solidaire du pendule et de la resserrer après avoir laissé le caoutchouc 
équilibrer ses tensions. 

Quand on veut opérer à des températures différentes de la température ordi- 
naire, on emploie deux manchons, dont Tun est représenté schématiquement 
figure 5. Ils sont parcourus par un courant d'eau chaude fournie par un radia- 
teur dont on trouvera la description dans mon premier Mémoire : Sur les courbes 
de traction du caoutchouc. 11 est nécessaire que les manchons laissent entre eux 
un intervalle de quelques centimètres, pour permettre l'oscillation de l'extrémité 
delà pince qui rend le milieu du caoutchouc solidaire du pendule. On ne main- 
tient ouvert que juste l'espace nécessaire, grâce à une lame de cuivre qui forme 
un cylindre presque complet, sauf un espace de 2*"" ou 3*^'° compris entre deux 
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génératrices; elle relie Tune k l'autre les surfaces extérieures des deux manchons. 
Pour éviter les courants d'air, les crémaillères de la figure 7 portent, à leur extré- 
mité voisine des pinces, un bouchon qui glisse à frottement doux dans le tube 
intérieur des manchons. 



22. On règle Pamplitude de Toscillation en modifiant le courant qui traverse les 
bobines d'entretien e el/(Jig. 5). Quelques considérations générales facilitent le 
réglage. Considérons un pendule dont le moment d'inertie DXL est donné : sa durée 
d'oscillation est 



/OTl 



Supposons d'abord qu'il y ait un amortissement proportionnel à la vitesse : 
l'équation est 

Cherchons l'énergie absorbée pour une oscillation d'amplitude 9'. On trouve 



^=XXS)''"=^-f' 



Elle est évidemment en raison inverse de la période, le frottement étant lui-même 
en raison inverse de cette période. Elle est évidemment proportionnelle au carré 
de l'amplitude. 

Qu'on se reporte maintenant aux formules du n^ 12, on a 

La fraction de l'énergie totale absorbée à chaque oscillation est proportionnelle à 
la période. D'ailleurs, l'intégrale de l'équation est 

Ti 2 ^ru 

Calculons le temps t nécessaire pour passer de l'amplitude ^'^ à l'amplitude h\ \ 
on a 

iog^;--iog0;^x/=:/^ 
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Ce temps est indépendant de la période, pourvu que, dans le changement de la 
période, le moment d'inertie reste constant. Le nombre d'oscillations nécessaires 
pour passer de 6^ à 9', est, dans ces conditions, en raison inverse de la période. 
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Il s'agit de compenser ces pertes d'énergie. 

Nous pouvons admettre que Téncrgie fournie à chaque oscillation est Indépen- 
dante de la période. Elle esl, en eflfet, mesurée par le produit du couple qui résulte 
de l'action des bobines sur l'aimant, par le déplacement angulaire pendant le 
passage du courant dans les bobines, quantité indépendante de la vitesse angu- 
laire, pourvu qu'on puisse admettre que l'espace du contact avec le mercure est 
constant et que le courant s'établit à peu près instantanément par rapport à la pé- 
riode. Si, de plus, on admet que l'énergie fournie est proportionnelle à l'Intensité 
du courant, il résulte de l'expression de S que, pour maintenir l'amplitude uni- 
forme, il faut que l'intensité du courant soit en raison inverse de la période et 
proportionnelle au carré de l'amplitude. 

On arrive donc, quand on suppose les frottements proportionnels à la vitesse, 
à ce résultat paradoxal : que le nombre d'oscillations qui amortit le mouvement 
est en raison inverse de la période, que chaque période produit, par conséquent, 
un amortissemeut d'autant plus grand qu'elle est plus longue ; que cependant le 
courant nécessaire pour maintenir l'amplitude constante est d'autant plus petit 
que cette période est plus longue. Cela tient à ce que, dans l'expression de 
l'éneiçle W accumulée dans le pendule, la période entre par le carré de son 
Inversé. 

23. Étudions expérimentalement le fonctionnement de l'appareil précédent et 
cherchons dans quelle mesure l'hypothèse d'un frottement proportionnel à la vitesse 
est réalisée. Supposons d'abord qu'il n'j ait pas de caoutchouc. L'expérience 
montre nettement que l'absorption d'énergie, mesurée par la grandeur du courant 
d'entretien, n'est pas proportionnelle à la vitesse et, par conséquent, n'est pas eh 
raison inverse de la période. Assurément il est Impossible de trop compter sur les 
indications fournies par la grandeur du courant; les contacts à mercure h {fig- 5) 
ne se font pas sur une longueur absolument invariable et les contacts métalliques 
{fis* ^) ^^ ^onl pas parfaits. Cependant l'expérience prouve que l'intensité i du 
courant d'entretien et la période sont reliées par une formule 

OÙ K' est fort loin d'être nul. Si, par exemple, on évalue T en secondes, on trouve 
des courants représentés en unités arbitraires par la formu le précédente, avec K' == i , 
K=:4)4* Les durées d'oscillations variaient de a^ à 7^ par déplacement des 
masses P {fig* 5). Il n'importe pas, d'ailleurs, que le moment d'inertie du pen- 
dule reste Invariable, pourvu que, dans le déplacement des masses, la forme varie 
assez peu pour que la résistance de l'air ne change pas, la période étant supposée 
constafite. 
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Le résultat précédent s'explique par le nombre des contacts à mercure et par 
la perfection toute relative du couteau. D'ailleurs, pour des amplitudes de l'ordre 
de celles que j'emploie, le frottement de l'air n'est pas proportionnel à la vi- 
tesse {voir n" o3). 

Installons maintenant le caoutchouc; la même formule relie encore le courani 
d'entretien et la période en modifiant seulement la constante K'. Donc, à la pré- 
cision de cette méthode et dans les limites indiquées pour les variations de la 
période, l'amortissement par le caoutchouc est à peu près indépendant de la 
vitesse. De toutes manières il n'est pas proportionnel à celle-ci [voir n** 47). 

La mesure du courant d'entretien nous fournit une seconde conclusion prati- 
quement importante. Faisons varier l'amplitude : l'expérience prouve que l'in- 
tensité du courant et, par conséquent, l'énergie fournie, sont sensiblement propor- 
tionnelles au carré de l'amplitude. C'est ce que nous apprend laformule du n** 22 dans 
l'hypothèse de frottements proportionnels à la vitesse; mais c'est ce que nous ne 
pouvions pas prévoir quand cette hypothèse n'est plus vraie. Nous aurons l'occa- 
sion de revenir là-dessus aux n*^' 53 et suivants. 

De ces résultats nous pouvons conclure que, tant pour la bonne définition des 
expériences que pour obtenir un entretien correct, il faut prendre des amplitudes 
aussi petites que possible. Les impulsions sont alors fort réduites et l'on s'écarte 
peu du pendule libre. 

Mais il se présente alors une objection : supposons que la distance des positions 
extrêmes du contact h soit de lo*^"' et que la largeur du mercure dans les nacelles 
soit de i*^",5. L'impulsion ne se fait plus au passage par la verticale, elle n'est 
plus instantanée. Ne va-t-elle pas modifier la durée de l'oscillation? Je renvoie 
pour la discussion à mon Mémoire Sur les oscillations à peu près sinusoïdales 
à longue période (yinn. de Toulouse, 1897, p. 22). On verra que la durée n'est 
pas modifiée, pourvu que la position d'équilibre coïncide avec le milieu du mer- 
cure. On obtient ce résultat par le déplacement de masses légères j sur la ba- 
guette lï (/^. 5). 

Pour s'assurer que l'amplitude a bien une valeur invariable, un fil métallique 
lié à la base du pendule se déplace devant une plaque de verre sur laquelle sont 
gravés des traits. On fait varier le courant d'entretien jusqu'à obtenir l'amplitude 
convenable. On ne peut pas réduire indéfiniment celle-ci pour ne pas gêner le 
fonctionnement des contacts a, 6 et c. 

11 est nécessaire que l'amplitude soit invariable, parce que la durée en dépend 
d'une manière appréciable. Le parcours de l'index fixé à la partie inférieure du 
pendule est 7 fois plus grand que le parcours de la pince qui relie le milieu du 
caoutchouc au pendule. Si ce parcours passe de 14*^°* à 7*^™, l'allongement total du 
caoutchouc pendant l'oscillation (qui représente le double de l'amplitude) passe 
de 2*^"' à i*^*" ; la durée diminue sensiblement, surtout pour de petits A. Je prenais 
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généralement 10*^"* pour parcours de l'index; Tampliliide de rallongement sinu- 
soïdal du caoulchouc est alors de 0*^°*, 72 environ. J'ai expliqué plus haut pourquoi 
il est difficile de diminuer davantage celte amplitude. 

24. Résultats généraux. — Voici d'abord quelle est l'allure générale des phé- 
nomènes. On opère sur de la corde de 4"*"^ de diamètre (pure gomme et soufre), 
qui n'a jamais été allongée que d'une petite fraction de sa longueur. On lui fait 
parcourir des cvcles entre A = i et A = 5. En un certain nombre de points de 
ces cycles, on maintient la longueur constante le temps nécessaire pour déter- 
miner le module C, 

La longueur initiale est de 18*^™; les valeurs deL pour lesquelles on détermine C 
sont 25*^", 35*^", 50*="*, es*""*, 80*^™, 90*="*. Avant de procéder à la mesure de 6, on 
attend 3 minutes et l'on détermine la durée de 20 oscillations, soit en enregistrant, 
soit à l'aide d'un compte-seconde. Les allongements sont effectués à l'aide du 
moteur, à vitesse constante. Si rapides que soient les opérations, la description 
d'un cycle exigeant 11 déterminations de C ne peut s'effectuer en moins 
d'une heure et demie; en une matinée de travail, il est difficile de décrire plus de 
trois cycles complets. 

Voici les nombres obtenus pour le premier et le troisième cycle : 

L. 25. 35. 50. G5. 80. 90. 

^ , , ,. l aller 4?^ 5*96 '^81 35i 566 816 

Cycle I C\ \ ^^ 

/ retour f\\i 243 192 214 34o 

Cycle III c!'"'' ""' ^'' '^^ '^^ ■'^*' ^^ 

\ retour 418 23o 179 193 267 



La courbe I de la figure 8 représente le cycle L On déduit du Tableau précé- 
dent les conclusions suivantes : 

i® Les modules C, déterminés à longueur constante, décroissent quand A 
croit, à partir de 1; ils passent par un minimum ou, pour mieux dire, restent à 
peu près constants pour toute une série de valeurs comprises entre A = 2 
et A = 4; puis croissent très vite jusqu'aux plus grands allongements possibles. 
En particulier pour le premier cycle, c'est-à-dire quand le caoutchouc n'a jamais 
été allongé, le module C peut devenir, pour les plus grands allongements que le 
caoutchouc soit capable de supporter, plus du double de ce qu'il est pour A = i . 

7? A mesure que le nombre des cycles croît, les valeurs que prend C pour un A 
déterminé décroissent^ d'abord vite puis lentement. Celte diminution porte prin- 
cipalement sur les C qui correspondent à de grands A. L'expérience montre par 
exemple que les valeurs de C pour A = 5 sont dans les trois cycles 816, 535, 460. 

3* Les nloduJe's possèdent une hystérésis énorme pour le premier cycle et qui 
Fac, de Tout,, a« S., VI. 28 
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décroît à mesure que le nombre des cycles cTugmenle. Les courbes d'aller et de 
retour sont déjà presque confondues pour le troisième cycle, surtout dans la partie 
des courbes qui correspondent aux A voisins de i . 11 semble même que pour ce 
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cycle la courbe de retour passe au-dessus de la courbe d'aller au voisinage de A = i . 
Bien que les différences soient faibles, le phénomène se reproduisant toujours, 
on ne peut douter qu'il existe dès que le nombre de cycles parcourus est grand. 
Il a pour cause très probablement une déformation permanente. 

4* L'énergie nécessaire pour entretenir les oscillations, plus exactement l'énergie 
absorbée dans chaque oscillation, qui est mesurée par l'intensité du couraat 
comme je l'ai expliqué au n** 22, est représentée pour le premier cycle par la courbe 
pointillée de la figure 8. Elle suit donc une loi analogue à celle du module; elle a 
aussi de l'hystérésis. A mesure que le nombre des cycles augmente les courbes 
d'aller et de retour du courant se rapprochent et finissent par se confondre approxi- 
mativement, celle de retour étant cependant toujours un peu plus basse que celle 
d'aller. 

« 

Les phénomènes précédents sont généraux et se retrouvent pour toutes les 
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espèces de caoutchouc, même pour ceux qui contiennent une surcharge ënorme 
de matières étrangères. 

L'après-midi du jour où ont été parcourus les cycles dont je viens de parler, 
j'ai décrit 5 fois le cycle A = i, A = 5 sans aucun arrêt, puis un cycle identique 
à ceux du matin. Voici les modules obtenus toujours en unités arbitraires : 

L. 25. 35. 50. G5. 80. 90. 

(Aller 392 111 178 186 253 398 

/ Retour 4^7 222 170 180 248 

Ces résultats sont représentés par la courbe II {Jig> 8). Ils confirment les règles 
données ci-dessus. 

Enfin sur un fil neuf y ^À repris l'expérience pour de petits allongements compris 
entre A = i et A = i ,33o. Voici les résultats : 

A. 1,055. 1,110. 1,165. 1,220. 1,275. 1,330. 

l Aller 889 800 720 660 593 555 

(Retour 855 766 684 626 578 

Les résultats sont conformes aux précédents. Pour A=i rigoureusement, il est 
impossible d'expérimenter, puisque dans une partie de la course du pendule un 
des caoutchoucs ne serait pas tendu. On constate, surtout pour la courbe d'aller, 
une légère diminution de <!^ à mesure que le nombre des oscillations augmente, 
résultat conforme aux résultats plus généraux du n° 2o. 

Enfin les courants d'entretien, qui diminuent rapidement de A = i,o5 à A = i,3o 
(ils passent de i à 0,60), sont notablement plus petits pour la courbe de retour. 



25. Inûuence d^une station sous une longueur donnée et influence des oscil- 
lations sous cette longueur. 

A partir du moment où Von parvient à un allongement donné, le module C 
à longueur constante croit d'abord très vite, puis plus lentement, pour tendre 
vers une valeur limite. 

Cette règle a une importance théorique toute particulière. 

Il est très difficile de savoir ce qui se passe juste au moment où l'on impose 
un allongement. Les réglages (serrage de la pince médiane, réglage du courant, 
mise en marche de l'enregistreur, etc.) prennent un temps notable (2 ou 3 mi- 
nutes au moins). A partir de ce temps on peut suivre les variations de C avec 
commodité, puisqu'il suffit de laisser dérouler le papier de l'enregistreur. 
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On constate que le module C croît avec une rapidité relativement grande. 
Voici quelques nombres pour fixer les idées. 

Un caoutchouc qui avait déjà beaucoup servi (Lo= i8*^") et venait de passer 
plus d'une heure à la longueur 60*^°*, est porte à 90*^"*. Aussitôt après le réglage, 
on met en marche le pendule de l'enregistreur, et l'on détermine C par la durée 
de 4 fois 10 oscillations. On trouve les valeurs suivantes : 3^6, 3^8, 386, 386. La 
durée d'une oscillation étant voisine de 5% en 200* le module a passé de 3^6 à 386 
augmentant de plus de -^ de sa valeur. On attend 1 5 minutes, C = 407 ; on attend 
encore io minutes, c = 4^7. En i heure le module a augmenté de 5 1 unités, soit 
de^ environ. Il est probable que, si Ton pouvait le mesurer immédiatement après 
l'imposition de la longueur, on trouverait au début un module assez inférieur à 37Ô, 
de l'ordre de 35o par exemple. 

Même phénomène, lorsqu'on aboutit à une longueur déterminée par longueurs 
décroissantes. Voici des exemples. 

Un fil ajant beaucoup servi (L = 18*^"^) est maintenu pendant plus de 12 heures 
à la longueur L = 90*^". On le ramène alors à L = 80*^™. On détermine C aussitôt 
le réglage fait et i5 minutes après; on trouve les nombres 270, 284. Après i heure 
sous cette longueur, on ramène à L = 60*^*". Les 3o premières oscillations après le 
réglage donnent, par groupes de 10, ^ = i83, 184, i85. Après i5 minutes on 
trouve C = 193. 

L'expérience montre que Vénergie absorbée par chaque oscillation décroît 
au début des oscillations , pour tendre rapidement vers, une limite. Le courant 
d'entretien d'une amplitude donnée est au début un peu plus intense qu'après 
quelques dizaines d'oscillations. Pratiquement je réglais les premières oscillations 
à ime amplitude légèrement inférieure à ce qu'elle devait être en définitive; 
l'amplitude croit peu à peu et se fixe bientôt à une valeur constante. La durée 
d'oscillation étant à peu près indépendante de l'amplitude, pour des variations de 
cet ordre de grandeur, cette technique n'a aucun inconvénient. Ces indications 
seront complétées au n" 56. 

Un problème se pose : on peut maintenir le fil sous une longueur donnée soit 
au repos, soit en entretenant les oscillations. Quelle est, sur le module i!^ l'influence 
de ces oscillations dont le nombre peut se chiflrer par milliers? 

On utilise un caoutchouc neuf (Lo= 18*^°*); on l'amène à L = 90*^™ et l'on dé- 
termine de temps en temps le module o, soit en maintenant au repos dans l'inter- 
valle des enregistrements, soit en entretenant les oscillations. Le Tableau suivant 
résume les résultats. 
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^ I C 639 64l) 66o 7o5 C croît de -+- G6 

^ . . ( T o"™ 3o 6o 1-20 i8o 

OsCllIallOnS. ] r i a •• 1' •. j ^ 

( i/ 7o5 704 700 694 691 o décroît de — 14 

l T o™ 180 i33j 

^ \C 691 69 c 707 C croît de -i- lO 

' .„ . \ T o i35 

Oscillations. < ^ ^ , „ ,. ♦ , 

( c 707 698 c décroît de — 9 

p, J T o 140 1090 

^^^^ ( C C98 709 716 C croît de 4-18 

Quandon entretient les oscillations, C décroit. On a donc simultanément deux 
influences inverses; le fait que la longueur moyenne est invariable tend à 
augmenter C\ le mouvement oscillatoire tend à le diminuer. Au début du séjour 
SOUS une longueur donnée la première influence Temporte, au moins quand le fil 
vient d^élre suffisamment allongé. C'est la seconde quand le fil est maintenu à la 
même longueur depuis assez longtemps, ou lorsque rallongement est très petit. 



26. Conséquences théoriques des faits précédents. — Les faits relatés dans 
les deux numéros précédents nous permettent de poser la question suivante : 
Est-il possible de trouver une fonction bien déterminée de la longueur et de la 
charge qui représente le module Cl Var fonction bien déterminée il faut entendre 
une fonction qui ne dépende que de la valeur actuelle de P et de L, et non des 
opérations par lesquelles on a amené le fil au point P, L du plan charge-allon- 
gement. 

L'hystérésis de C ne prouve rien, En eflet, quand on passe par une longueur L 
sur une courbe de charge et qu'on y revient sur une courbe de décharge, les va- 
leurs P de la charge à l'aller et au retour sont diflerentes : même dans l'hypothèse 
d'une fonction bien déterminée, C ne doit pas reprendre la même valeur. Cependant 
cette hystérésis donne un premier renseignement. Sur une courbe de décharge, 
C est généralement plus petit que sur une courbe de charge, au moins pour des A 
assez grands; nous savons d'autre part que sur la courbe de traclion, pour une 
même longueur L, les valeurs P^ et P,/ {c = charge, d = décharge) satisfont à la 

relation Pc>Pc/' Si la fonction bien déterminée existe, il faut que "Tp^o, 

puisque C diminue pour une même longueur quand P diminue. 

La détermination directe de C en tout point du plan P, L est impossible avec 
notre appareil, puisque nous ne connaissons pas la tension. Si même nous nous 
bornons à des raisonnements qualitatifs sur les résultats du n" 2ipar comparaison 
avec ceux du n° 2 du Mémoire Sur les courbes de déformation du caoutchouc 
vulcanisé, Vhyfoihè^e d'une fonction bien déterminée n'a rien d'absurde. 
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Les résultats du n° 25 modifient complètement cette manière de voir. Ils 
prouvent en effet qu'a longueur constante C croît à partir du moment où la lon- 
gueur est imposée. Or, sur la courbe de charge nous savons que, à longueur 

constante, P décroît, et considérablement; donc -Tp <;o; cette conclusion contredit 

la précédente. Sur la courbe de décharge au contraire, à partir du moment où la 
longueur est imposée (pourvu encore que certaines conditions soient satisfaites), 

on sait que la tension croît; on aurait donc bien yp > o; mais celte concordance 

importe peu devant la discordance constatée sur les courbes de charge. 

On peut présenter le même raisonnement d'une manière différente. 

Supposons que l'on s'arrête à une longueur L sur une courbe de charge, en un 
point correspondant à un A notable. La tension P^ décroît. Sur la courbe de dé- 
charge, pour la même longueur, la tension P^ croît : du moins nous pouvons nous 
arranger de manière qu'il en soit ainsi. Les deux tensions vont donc se rapprochant 
l'une de l'autre, au moins dans les premiers instants à longueur constante sur la 
courbe de décharge. Par conséquent, si C est une fonction bien déterminée de P 
et de L, C devrait décroître dans le premier cas, croître dans le second, puisque 
nous savons que «Cc>> ^d' 

Nous ne savons cependant pas si, oui ou non, les variations de C, quand on 
maintient la longueur constante, sontliées à la réactivité. Nous pouvons seulement 
affirmer que les variations sont de même signe, que la réactivité entraîne un 
accroissement ou une diminution de la tension. 

27. Avant d'aller plus loin, comparons nos résultats à ce qu'on aurait obtenu 
en définissant C par l'inclinaison de la tangente aux courbes de traction. On se 
reportera à la figure 2 du Mémoire Sur les courbes de déformation du caoutchouc 
vulcanisé, 

La courbe de charge donnerait pour C des variations analogues à celles que l'on 
trouve en appliquant la définition basée sur les petits cycles. Nous avons vu qu'on 
peut la représenter en gros par l'équation suivante, ou toute autre de même forme 
(n"5), 

(I) l.3=a(i-i.)-+-|(A'-i), 

La courbe (2) a l'allure générale de la courbe expérimentale. 

Mais la courbe de décharge ne conduit généralement à rien de semblable. Par 
exemple le quotient dV\dL sur la première courbe de décharge de la figure 2 
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(loc. cit.) est d'abord très grand et négatif, croît jusqu'à — oo, passe à + oo, puis 
diminue considérablement pour devenir vers A = 5 beaucoup plus petit que sur la 
courbe de charge. La réaclivité influe énormément sur la forme de ces courbes : 
le choix que nous avons fait de la définition par les petits cycles maintes fois 
répétés a précisément pour but d'éliminer cette influence, au moins en partie. 

Naturellement, à mesure qu'on opère sur des courbes moins étendues et corres- 
pondant à des A plus petits, l'impossibilité de défmir un module par la tangente 
à ces courbes est moins évidente; mais les cas extrêmes servent justement à nous 
prémunir contre des erreurs grossières. Toutefois la déflnition par les petits cycles 
fournit à l'extrémité des parcours un seul nombre, comme on doit le prévoir, si 
le module caractérise (au moins approximativement) les propriétés purement élas- 
tiques actuelles; tandis que la définition par les tangentes donne deux valeurs 
distinctes, c'est-à-dire une discontinuité dans ces propriétés, ce qui est inadmis- 
sible (voir le n** 34). 

D'après les nombres du n° 24 et du cycle I, calculons les valeurs de E5 en 
admettant que le volume ne change pas; il faut multiplier la valeur de C par le 
carré de l'allongement actuel. Voici les nombres obtenus : 

L. 25. 35. 50. 65. 80. 90. 

A 1,38 1,94 2,77 3,60 4»44 5,00 

Cycle I. — E5. l Aller 100 I23 a4o 507 1237 2270 

(Unités arbitraires.) ( Retour 87 101 164 Bog 743 

Ils croissent d'abord lentement, puis de plus en plus vite : la courbe a une 
forme simple et régulière. Les autres cycles donneraient des résultats analogues. 
La vitesse de propagation longitudinale d'une onde, étant reliée au paramètre E5 
par la formule £5= Kr''*, où K est un nombre constant, croît donc d'une manière 
continue suivant une courbe d'allure parabolique, ainsi que nous le vérifierons 
plus loin directement. Dans le cas précédent les vitesses ç seraient (en unités arbi- 
traires) : 

L. 25. 35. 50. 65. 80. 90. 

i' (aller).. . . 100 ni i55 225 352 47^ 

i^ (retour).. gj 100 128 17G 273 

Maintenant l'on comprend mieux ce que nous disions au n® 9 de la méthode de 
Stefan. Entre les A= 2 et 5, nous venons de trouver que la vitesse de propagation 
varie dans le rapport \ool/\'io. Exner trouve une variation dans le rapport beau- 
coup trop faible 65g : 472 = loo ; 189. 

Quel que soit le caoutchouc qu'on emploie, quelque surcharge de matières 
étrangères qu'il renferme, les variations du module E5 sont de l'ordre que nous 
venons d'indiquer. 
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Quelles sont les valeurs de C et de E5 pour A = i ? 

Nous avons dit (n** 24) qu'il est impossible de faire l'expérience jusque-là : cher- 
cliODs comment il faut extrapoler. La forme des courbes représentant C et E5 en 
fonction de A conduit à l'hypothèse que l'extrapolation est plus sûre pour Es ; 
nous poserons donc que pour de petits allongements le paramètre E5 est 

constant. L'expérience confirme cette manière de voir ; reprenons l'expérience 

» 

qui est à la fin du n^ 24. Multiplions les C par les carrés des allonp^cments A, nous 
trouvons : 

A. 1,055. 1,110. 1,165. 1,220. 1,275. 1,330. 

<C A« 989 968 977 982 964 982 



989 


968 


^11 


982 


964 


952 


Si'>l 


9^8 


93 1 


960 



La moyenne des 6 nombres d'aller est 9^^ et les écarts à cette moyenne corres- 
pondent à des erreurs sur la durée des oscillations de l'ordre de grandeur des 
erreurs d'expériences; la moyenne des quatre derniers nombres sur la courbe de 
retour est 934. L'étude de la vitesse de propagation confirme cette hypothèse très 
naturelle, puisqu'elle revient à dire que la matière se transforme peu. 

28. Continuons l'exposé des résultats expérimentaux. 

Prenons un caoutchouc neuf, portons-le à la longueur A == 5, mesurons C ; 
ramenons à A = i, retournons aussitôt à A = 5; attendons quelques minutes, 
mesurons C\ et ainsi de suite de manière que les mesures de C se fassent de i5 
en i5 minutes. 

Voici les nombres obtenus ; ils sont conformes à ce que nous savions (n° 24) : 

C 670 448 399 375 357 

Dififërences . . . . 222 49 ^4 18 

Le dernier nombre obtenu, abandonnons io5™ sous la longueur A = 5, mesu- 
rons C à nouveau, puis recommençons la série des opérations : 

C 386 340 33o 326 

Différences 46 10 4 

Il y a augmentation pour le premier résultat conformément au n® 25, puis on 
retrouve des nombres régulièrement décroissants. Le dernier nombre obtenu, 
ramenons à A= i et abandonnons 2 heures sous tension nulle. Recommençons 
alors la série des opérations ; allongeons jusqu'à A = 5 et déterminons C : 

C 369 33i 

Différences 38 
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Ainsi le repos sous tension nulle produit un accroissement de C» 
Enfin laissons i4 heures sous A=d, nous obtenons C = 4i^t très voisin du 
nombre 448 donné par la seconde opération. Si le repos fait croître C, on ne 
retrouve pas, même après un nombre d'heures d'une ou de plusieurs dizaines, la 
valeur primitive qui correspond au caoutchouc neuf. Peut-être, pour un repos de 
plusieurs mois, le caoutchouc allongé reprendrait-il un état identique à celui du 
caoutchouc neuf; en tout cas, la démonstration est difficile. Les observations 
journalières ont montré depuis longtemps que peu à peu le caoutchouc des poires 
de photographes, des tubes, etc. durcit, et qu'on empêche ce durcissement par 
des secousses, des déformations fréquentes : ces faits vulgaires doivent être liés à 
ceux que je viens d'étudier. 

La diminution de C est notable surtout pour les grandes valeurs de A. J'ai repris 
l'expérience précédente avec des fils neufs pour A = 3 et A =1,7; voici les 
résultats. Le repos sous tension était encore de io5 minutes. 

A=3 221 188 180 174 171 Repos 175 169 169 

A =1,7 275 261 260 261 Repos 259 258 

Ainsi le retour à la tension nulle produit un effet qui diminue beaucoup quand 
A décroît. 

Quand on ramène à la tension nulle, qu'on y abandonne le caoutchouc un cer- 
tain temps et qu'on allonge de nouveau, la valeur consécutive de C est accrue, 
comme dans le cas de A = 5. 

Pour A = 3, 2heures sous tension nulle font remonter iC de 169 a 172. Pour 
A=: 1,7, 18 heures sous tension nulle le ramènent de 258 à 266. 

Le retour à la tension nulle agit aussi sur l'énergie absorbée par le mouvement 
oscillatoire. Voici, en unités arbitraires, les courants d'entretien pour les 5 pre- 
mières expériences de la première série (A = 5): 56, 4i> 38, 87, 35. A mesure 
que le nombre des cycles ( A = i , A = 5) augmente, l'énergie absorbée dans une 
oscillation d'amplitude déterminée diminue (comparer au n^ 55, 3"). Mêmes 
résultats pour les deux autres séries. 

Enfin j'ai fait, toujours avec un fil neuf, une quatrième série pour l'allongement 
A= 5. Les opérations étaient identiques aux précédentes, mais je ramenais non 
plus à A = I , mais à A= 3. Le repos sous A = 5 entre les mesures 5 et 6 est encore 
de io5 minutes. Pour faciliter la comparaison, je transcris les nombres donnés 
plus haut : 

Ramené à A = i 670 448 899 375 357 Repos 386 34o 33o 326 

Ramené à A = 3... . 620 614 ^92 585 571 Repos 598 5io 

Si les caoutchoucs étaient identiques et de même longueur initiale, les premiers 
Fac. de T., 2* S., VI. 29 
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nombres seraient égaux. Sans qu'il soit nécessaire de calculer les rapports, il 
apparaît immédiatement que relTet du parcours des cycles (A = 5, A = 3) est 
incomparablement plus petit que celui du parcours des cycles d'étendue double 
(A = 5, A = i). On a d'ailleurs 

(670 — 357) : 670 = 0,47, 
tandis que 

(620 — 571) : 6203=10,08. 

29. Les faits précédents et d'autres que j'exposerai plus loin obéissent à une 
règle que voici : 

Tout allongement, toute diminution de longueur, d\ine manière générale, 
toute déformation tendent à diminuer le paramètre C correspondant à un A 
donné. Tout arrêt tend à augmenter A et cette augmentation croit à mesure 
que r arrêt a lieu sous un A plus voisin de 1 . 

La première partie de la règle est bien d'accord avec les faits exposés au n' 28. 
Au contraire, la seconde partie de la règle semble d'abord contradictoire avec eux. 
Supposons que nous mesurions C pour A« = 5; à mesure que nous revenons 
à des A plus voisins de i, Texpérience précédente nous montre que C diminue 
davantage. 

Cependant une observation nous donne l'éveil ; si nous maintenons le fil 2 heures 
sous tension nulle, le paramètre C^ qui décroissait à chaque parcours, remonte au 
contraire de 326 à 369. D'où résulte que, dans un parcours quelconque, nous 
devons distinguer deux effets opposés : celui qui provient de ce qu'on est resté plus 
ou moins longtemps sous un certain A, celui qui provient de ce que le fil a été 
déformé depuis la station à cet allongement jusqu'au A où se fait la mesure. 

Mesurons C toujours pour A< = 5 ; de temps en temps revenons à un allongement 
A2 variable et passons-y un temps T notable et toujours le môme. Si T est assez 
grand et si le paramètre C pour A| = 5 était tombé très bas du fait de grands par- 
cours préliminaires, la règle précédente rend probable l'existence d'un A2 opti- 
mum, qui remonte C le plus possible dans un temps T donné. 

En elTel, à mesure que A2 devient plus voisin de i, la transformation du caout- 
chouc qui résulte de la station à cet allongement, augmentera d'après la règle. 
Mais la déformation, pour retournera A<, augmentera aussi. Si ce second effet 
est intense, et il Test, il y aura avantage à prendre un A2 plus grand. L'effet de la 
station sous Aj sera, il est vrai, diminué, mais l'effet inverse de la déformation de 
retour deviendra beaucoup plus petit; d'où gain pour C. Toutefois si A2 devient 
trop voisin de A|, le premier effet sera très faible ; le second aura beau être négli- 
geable, C augmentera peu. A fortiori, si A2 = A|, nous savons qu'il y a accroisse- 
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ment de C en maintenant Ai constant, mais cet accroissement n'est pas aussi im- 
portant que celui qui correspond au A2 optimum. 

Bien entendu tous ces phénomènes dépendent du temps T. Si T est très petit, 
le parcours diminuera presque toujours la valeur de C pour A; au contraire, si T 
devient très grand, s'il se chiffre par jours et par semaines, le A2 optimum peut 
devenir égal à 1 . 

On s'explique ainsi le phénomène fondamental de l'hystérésis du paramètre C^ 
qui n'est qu'un cas particulier de l'application de la règle. 

Reste à démontrer qu'il en est bien ainsi; l'expérience suivante ne laisse aucun 
doute à cet égard. 

Le caoutchouc a une longueur Lo= 17*^"". On lui fait parcourir quatre fois le 
cjcle Ao = 1 ,35 — Al = 5,3. Puis on l'amène à A2 = 3, 5 ; on mesure C ; on ramène 
à Al, on mesure C^ et ainsi de suite de manière que les mesures de C se fassent de 
i5 en i5 minutes. Quand, dans la suite de l'expérience, on ne donne aucune indi- 
cation, il sera entendu que les mesures de C se font de 1 5 en i5 minutes : 

C sous Aj ^{o 258 266 

C sous A| 710 888 

On abandonne 95 minutes sous A2 : 

C sous Aj 274 274 

C sous Al 970 962 

L'effet de la déformation commence à l'emporter sur l'effet de la station sous A2. 

On décrit à nouveau quatre fois le cycle A|, A© (mercredi, 3**). Naturellement C 
diminue beaucoup et tombe à 593 ; après 4 heures sous A|, il est remonté à 702. 
Après 17 heures sous A^, il est remonté à 754. La station sous A| augmente C, ce 
que nous savons bien (jeudi, 8*^). 

Mais parcourons alors le cycle Ai, A2 en faisant les mesures de C toutes les 
1 5 minutes : 

c sous Ai 754 785 812 

C sous Aj 269 274 

Tandis qu'en i3 heures sous A^, C croît seulement de 754 — 702= 52 ; en une 
heure de parcours entre Ai et A2, ce qui correspond à une station de 3o minutes 
environ sous A2, C augmente de 812 — 754 = 58. 

On ramène à A2 aussitôt la dernière mesure faite; après io5 minutes sous A2, 
on retourne à A|:C = 8oo. Enfin, on ramène à A2, on abandonne 24 heures : 
on retourne à A^, *î^ = ioo3 (vendredi, 2**). 

En définitive, si le fil, après les quatre parcours effectués le mercredi à 3 heures. 
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était resté 4^ heures sous A|, en mettant les choses au mieux, C pour A| sérail 
monté vers 800; en le maintenant aS heures à A2, C atteint 1000, malgré l'eflTet 
produit par les déformations qui correspondent au passage de A2 à A|. 

Je vais montrer maintenant que A2 = 3,5 est approximativement Fallongement 
optimum quand il s^agit d^augmentcr le paramètre C qui correspond à A| = 5«3 
(bien entendu pour le caoutchouc utih'sé et dans les conditions de Texpérience). 
Je recommence à peu prùs la même expérience sur le mùme caoutchouc, mais en 
utilisant les deux A : A|=5,3; Aj = 4j4 (vendredi, 2**). Je parcours d'abord 
quatre fois le cycle A|, Ao pour abaisser notablement C ; il tombe à 549» remonte 
en 2 heures passées sous Ai à 632 et en 18 heures (samedi, 8*') à 710. 

Je décris alors le cycle A^, A3 en faisant les mesures de C toutes les i5 minutes: 

6 sous A| 710 710 710 

C sous A3 349 349 

Aucun effet appréciable». Je ramène à A3 et j'abandonne jusqu'au dimanche S**. 
C remonte à 780. L'effet de la station sous rallongement A3 est donc beaucoup 
plus petit que Teffct de la station sous Ao. Dimanche, à 2^, je vais jusqu'à l'allon- 
gement A» == 2,6, je reviens à Ai ; naturellement C décroît notablement et retombe 
à 669. Je retourne à Ai et je laisse la nuit entière sous cet allongement. Le len- 
demain (lundi, 8'') C n'est remonté que jusqu'à 721 pour l'allongement A|. 

Ainsi ni la station de 24 heures sous A3= 4? 4? ^^ celle sous A4=: 2,6 ne sont 
capables de faire remonter C à une grande valeur; A2 est donc voisin de l'allonge- 
ment optimum. 

Voici la contre-épreuve ; lundi, 8'', après la mesure précédente, je ramène à 
A2 = 3,5; mardi, 8**, je trouve, pour A|, C^z^Z-j. Malgré tous les parcours inter- 
médiaires, et aussi peut-être à cause d'eux comme on va le voir, C est en train de 
remonter à la valeur la plus grande possible qui corresponde à Af. 

On maintient alors 4 heures sous A|, ill = 981; 4 heures de plus, C = looi. De 
ce dernier fait nous pouvons conclure que l'accroissement de C sous A| dépend 
de l'étal dans lequel on amène le fil à cet allongement. Il est plus que probable 
que si, après l'observation du samedi, où <1^ = ^10, on avait laissé le caoutchouc 
indéfiniment sous l'allongement A|, l'accroissement de C (qui, sous cet allon- 
gement, avait été de 710 — 632 = 78 en 16 heures), n'aurait pas atteint la 
valeur 1001 (c'est-à-dire crû de looi — 710 == 291) dans les trois jours qui 
séparent le samedi du mardi (exactement 79 heures). On sait en effet que tous 
ces phénomènes se ralentissent rapidement et qu'en 79 heures on est loin d'avoir 
cinq (bis l'effet obtenu en 16 heures. L'expérience du jeudi est peut-être sur ce 
point encore plus démonstrative. 

Il résulte immédiatement de la règle, et l'expérience confirme, qu'afin de donner 
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Lorsqu'on répète plusieurs fois un cycle petit, dont l'extrémité supérieure ne 
dépasse pas le A qui correspond au minimum de C, il se fixe très rapidement, et 
l'hystérésis est quasi nulle. 

Voici par exemple ce qu'un caoutchouc ayant déjà servi a donné pour le 



Fig- 9- 




cycle A= i,33, A =3,33. Les mesures de C se faisaient (avec arrêts de i5 mi- 
nutes) aux A= 1 ,33 — 2 — 2,66 — 3,33. 



Aller. 



Retour. 



Aller. Retour. Moyennes. 



1,33 


376 


370 




370 


372 


2,00 


i65 


168 


167 


171 


168 


2, 60 


125 


124 


126 


125 


125 


3,33 


120 




119 




120 



30. Influence de la température. — L'étude du module C le long des parcours 
isothermiques, à des températures autres que la température ordinaire, n'a pas 
grand intérêt : les phénomènes ont la même allure, pourvu qu'on ne dépasse pas 
la température où commence la modification chimique plus profonde de la ma- 
tière, que l'on reste par exemple au-dessous de 80". 

Au contraire la comparaison des valeurs de C successivement obtenues à deux 
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températures différentes est importante, mais difficile. Nous retrouverons les phé- 
nomènes déjà signalés, à propos de la réactivité et du parcours des cycles étendus, 
aux n°' 18 et suivants du Mémoire Sur la réactivité du caoutchouc. Le résultat de 
la comparaison des valeurs de C à deux températures t^ et t^ dépend essentiel- 
lement de la façon de croiser ces températures; un échauffement produit une 
modification du caoutchouc qui n'est pas fonction déterminée de la tempé- 
rature, mais subsiste plus ou moins longtemps. C'est ce phénomène fonda- 
mental que je vais d'abord mettre hors de doute. 

On amène un fil neuf à l'allongement A= 5. A la température de i3® environ 
que nous appellerons ^o> ^ augmente peu à peu. En 32o"' il passe de ^oS à ^Si. 
On porte à une température voisine de 46** que nous appellerons t^. Après 3o™ de 
chauffe, on trouve <î^=368 et l'on éteint. Après une demi-heure, on mesure de 
nouveau <î^ à fo • ^= 444» Mais C croît d'une manière continue, de sorte qu'après 
1 5 heures on trouve C= ^(j\. 

On recommence la même opération; après 3o*" pendant lesquelles l'étuve est 
à /|, *î^ = 366. On éteint : 3o" après, C=^^Z&. On attend encore 90" à ^0 • 

C = 454- 

On retrouve pour le module C un phénomène déjà signalé; à chaud' il prend 
beaucoup plus vite sa valeur limite qu'à froid. Si donc on croise les deux tempé- 
ratures, en faisant varier le temps Tq passé à la température t^^ le temps Ti passé 
à la température t^ restant invariable^ on obtient à froid des valeurs qui diminuent 
quand le temps To diminue. 

Continuons l'expérience. 

On porte maintenant l'étuve à la température ^2= 78** pendant 3o"* : le caoutchouc 
ne s'échauffant pas instantanément, ne reste pas 3o"* à la température t^'i C-=. 226. 
On éteint les brûleurs ; après 3o"*, C = 25o. Mais le module croît assez rapidement : 
i5o minutes après l'extinction, C = 344; ' 160 minutes après l'extinction, E= 425. 
Ainsi la modification par réchauffement est à la fois énorme et temporaire : 
le module croît de 25o à 4^5, si l'on attend qu'elle disparaisse à la température 
invariable i^. 

Le résultat de la comparaison des valeurs de C à deux températures to et li 
dépend donc essentiellement de la manière de croiser les expériences. 

Les modifications de la matière se décèlent aussi par les variations du courant 
d'entretien des oscillations. Reprenons l'expérience précédente. 

Pendant que C passait de 700 à ^31, le courant d'entretien i tombait de 8oà 5i 
conformément à ce que j'ai dit au n^ 25. On chauffe; l'absorption d'énergie décroît 
beaucoup à chaud : i= 17. On refroidit : pendant qu*à to C s'accroît de 444 21 49*? 
i passe de 24 à 3^. Ainsi le fil recuit participe des propriétés du fil chaud par la 
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diminulion, non seulement du module C, mais encore du courant d'entretien L A 
mesure que le temps passé à Cq augmente, C et i s'accroissent. 

On recuit : € = 366, i = ig. On éteint : C passe de 436 à 454? ' de 27 à 36. 

J'ai déjà dit qu'il ne faut pas compter sur une grande précision dans l'évaluation 
du courant d'entretien ; les résultats précédents n'en sont pas moins d'une parfaite 
netteté. 

Quelle que soit la complication introduite par les phénomènes précédents, 
l'expérience prouve qu'on peut conclure d'une manière générale : 

I** Le module C déduit de l'inclinaison des petits cycles répétés un grand 
nombre de fois diminue quand on chauffe, la longueur restant constante ; 

2" L'énergie fournie pour entretenir une oscillation diminue quand la tem- 
pérature s^élève, 

31 . Expériences régulièrement croisées aux températures t^ et t^. — Pour 
avoir une idée de l'ordre de grandeur des variations de C quand on passe de t^ix /|, 
il faut donc croiser systématiquement les expériences. Voici quelques résultats. 

On mesure C à t^ (i3" environ); aussitôt après on allume les brûleurs, l'étuvé 
chauffe rapidement jusqu'à t^ = 47". Une demi-heure après la mesure précédente, 
on détermine «[^ à /«, on éteint les brûleurs ... et ainsi de suite. Les mesures sont 
donc faites systématiquement loutes les 3o minutes : la valeur de C résulte de la 
durée de 20 oscillations. 

^ _ - I '0 7»6 509 « 49^ 

( tx 4^5 419 Rapport... 1,198 

\ to 23 1 '203 2o3 

\ ti 193 194 Rapport... 1,046 

l /o *^66 26*2 

A = 1, < _^ 

( ^1 241 Rapport... 1,096 

De cette expérience on peut conclure : 

i" 11 y a accommodation , c'est-à-dire qu'après un certain nombre de cycles les 
valeurs de C tendent vers des limites. Mais, si A est grand, il faut pour arriver 
pratiquement aux limites un nombre de cycles notable ; 

2" La diminution relative de C passe par un minimum qui correspond à peu 
près au minimum de C pour les deux températures. 

3^ Alors même que le fil a été porté à la température t^ pour un A plus grand 
que le A actuel, il y a une plus grande diminution du module pour le premier 
recuit. 

32. Voici une expérience plus complète où tous les phénomènes se trouvent 
rassemblés. 



» . 
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Un fil qui avait déjà été allongé à 5 fois sa longueur, mais qui n'avait jamais été 
chaufTé, est mis en place : Lq= i8. On fait aux différentes longueurs 25, 35, 5o, 
65, 8o, 90 des expériences régulièrement croisées, à i4" et à 48** environ, de 3o 
en 3o minutes, comme il est dit ci-dessus. Voici les nombres obtenus*, on donne 
aussi les rapports Ri des C aux deux températures, calculés d*après les derniers 
nombres, et le rapport B2 des intensités des courants d'entretien : 



( h 

l /« a66 

D = 35. 

( <i 

'' = "'• h. 

D = 65.j ;;••;;;•■• ''' 

D=8o. );• ^'" 

D = 8o. );;;;;••••• ^'^^ 
1 1, 

''==^"1/. 

D=35. 1'- -'^^ 

D = "^D. î 

'1 





412 




409 


R,= i 


,076 


38 1 




382 




R,= i 


,45 




268 




269 


B,= i 


,o55 


2 53 




254 




H,= i 


,44 




23o 






R,= i 


,022 


225 








R,= i 


,3>. 




252 






Ri-i 


,o33 


245 








R,_i 


,3i 




363 






R,= i 


,110 


327 








R,= i 


,4î 




545 




537 


R,= i 


,':» 


4Go 




460 




R,= i 


.>o, 




324 






R,= i 


, 1 10 


292 








R,= i 


,41 




238 






R,= I 


,o35 


23o 








R,= i 


,33 




222 






Ri= I 


,028 


216 








R,= i 


,3o 




269 






R,= i 


,o55 



2J> 



392 



R,= 1,071 



Remarque. — Pour faire une pareille expérience il faut 3 jours; il est donc 
impossible de croiser aussi régulièrement qu'on le voudrait les diverses opérations. 
Il est d'autant plus remarquable qu'on retrouve sur la courbe de décharge les 
rapports R| qui correspondent à la courbe de charge. Ils présentent un minimum 
parfaitement net. Il semble aussi que ce minimum se retrouve pour les intensités 
des courants d'entretien et par conséquent pour les absorptions d'énergie. 

La dernière expérience à /, = 48" était faite un vendredi à i i^3o"'. 

On maintient la température jusqu'à 2 heures de l'après-midi, ce qui correspond 
à peu près à 3 heures passées à 48". On retrouve exactement «L'= 392. Comme 
nous l'avons déjà dit, ce fait prouve qu'on arrive très vile à haute température à 
la valeur limite. 

On allonge alors à chaud ']usqii^'k D = 90 et Ton maintient la température /« 
jusqu'à 4** 10'" : C se maintient à peu près constant à la valeur 344? avec une légère 
Fac, de T., a» S., VI. 3o 
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croissance (de 34 1 à 344) dans les premiers instants. Même conclusion que ci- 
dessus. 

On refroidit alors. A la température Iq on trouve successivement pour D = go : 

Vendredi 4*'4<^"* • 422, 420, 429; samedi 7*'5o" du matin : 628, 534; lundi 8** 20"' 
du malin : 5^2, 577. On laisse osciller : après 2 heures d^oscillations on retrouve 577. 
Ainsi, sauf peut-être au début, au moment de la mise en train, la continuation du 
mouvement oscillatoire ne produit pas d'effet notable, ce qui est d'accord avec ce 
que nous avons dit à la fin du n" 2o. 

On remarquera Ténorme accroissement (422 à 677, soit 100 à i36) du module <!^ 
par le repos après le refroidissement : on comprendra quelle prudence et quelles 
précisions ce fait nous impose, quand nous parlons des effets de la température. 

La première partie de Texpérience durant 3 jours, il y a nécessairement des 
arrêts plus ou moins longs (nuit ou durée du repas de midi) entre certaines déter- 
minations. Par exemple, après la première expérience à = 90, le caoutchouc 
reste à /q 2 heures sous cet allongement. Le module C passe de 537 à 670 : ce 
dernier nombre est à peu près celui qu'on obtient à la fin de Texpérience tout 
entière. Donc tous les parcours et opérations imposés entre la première et la 
seconde opération à D = 90 ne modifient pas beaucoup les valeurs limites de €. 

Enfin, des variations fréquentes et notables de température sous tension donnent 
au caoutchouc des allongements permanents relativement considérables. Ils peuvent 
atteindre 8 à 10 pour 100 pour des échauffements à 90*^ sous un allongement de 
A = 5. 

33. L'expérience suivante nous fait avancer d'un grand pas. 

Le fil avait déjà servi, mais n'avait jamais été échauffé. On mesure toujours C 
sous l'allongement A| = 5,3; mais de temps en temps on ramène à l'allongement 
Aa = 1 ,35. Ce sont les effets du cycle A| — A2, soit à ^0 = ' 4"> soit à ^i = 48**, que 
l'on veut comparer. 

Première série, — On impose au fil trois fois le cycle A2 — A< ; on amène 
â A| et l'on mesure C à froid et à chaud. 

i'»3o" ^0=7^8 2" Cl = 462 

2'»3o'» <i:o=655 3^ Co=562 

Les faits sont conformes à ce que nous savons. 

On retourne alors à A2, on revient aussitôt à A| et l'on mesure C. 

3^5"... Co=555 3»'55'"... Ci = 432 4'*5"... Co=5i2 

On abandonne alors dans les conditions A|, /q jusqu'au lendemain. 
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Toutes les expériences antérieures nous avaient appris que le fait de ramener à 
tension petite diminue considérablement C. Nous constatons ici au contraire que 
Cq passe de 662 à 555, c'est-à-dire ne diminue qu'à peine; mais réchauffement 
avait amené Cq de 'j58 à 555. Nous pouvons donc prévoir que le parcours du 
cycle à froid supprime en grande partie V effet produit par Réchauffement, 
Celte hypothèse n'a d'ailleurs rien d'extraordinaire, puisque nous savons que les 
effets des parcours et de l'échauffement sont en grande partie subpermanents, c'est- 
à-dire disparaissent avec le temps, au moins quand il s'agit de fils ayant parcouru 
déjà plusieurs fois le cycle imposé. 

La continuation de l'expérience met cette interprétation hors de doute. 

Seconde série, — Lendemain : 

8S5"'... ^'0=573 8^5*"... ^'i = -Î23 gSî""... tî:o=99i 

Sous /oî on parcourt le cycle A| — Ao : 

g**!*)™ ti:o=524 p^^SS-" Cx = ^o-j 

Sous fi, on parcourt le cycle A| — Aj . . . £| = 34i «Co= 436 

Sous fo» on parcourt le cycle Ai — Aj . . . Cq = 468 C\ = 388 

Sous tx, on parcourt le cycle Ai — Aj . . . C\ = 335 

Ainsi le parcours du cycle peut augmenter la valeur de Co, parce qu'un échauf- 
fement le précède immédiatement. Les expériences sont faites toujours de la même 
manière; C est mesuré aussitôt avant et un peu après le parcours; on attend une 
demi-heure pour l'échauffement et le refroidissement. On est arrivé ainsi à 1 1''4->"'; 
on laisse refroidir. 

A i*»45™, «1:0=462; lendemain à 7''3o'", «i:„=528. 

On parcourt le cycle Aj — A2; «Lo= 474- A. 9''3o'", ^L'o=5i4. 

Reprenons la discussion. Dans Texpérience de la veille, on avait maintenu /„ 
pendant une heure avant de décrire le parcours; Cq avait eu le temps de croître vxn 
peu et le parcours Tavait diminué légèrement. Dans la première expérience de la 
seconde série, on ne maintient ^o qu'une demi-heure : la description du parcours 
fait passer C© de 499 à 524; ^o ^^^ devenu plus grand. De même C^ passera de 
436 à 468 dans la troisième expérience. Au contraire, dans la cinquième, on attend 
17 heures et demie sous t^ avant de décrire le parcours; Cq passe de 528 à 474- 

Naturellement le parcours diminue considérablement C^ : dans la deuxième expé- 
rience, il passe de 407 à 34i; dans la quatrième, de 388 à 335. 

Nous savons déjà qu'en revenant à A| *î: croît rapidement dans les premiers 
instants, que Ton opère à /q o" ^ ^\ » 'es valeurs données de C correspondent 
approximativement à un repos de 5 minutes sous A{. 
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Nous pouvons donc conclure de rexpérience précédente que X échauff entent 
transforme la matière en une variété assez instable qui subit la transforma^ 
tion inverse soit lentement par un simple repos^ soit plus rapidement par des 
déformations suffisamment étendues. 

Une partie seulement de l'eflet de l'échauflement et du parcours est subper- 
manente; nous savons, par exemple, que l^échauflTement sous tension allonge le fil 
d'une manière permanente. 

On fait sur les courants d'entretien des remarques analogues. 

Lorsque toutes les opérations sont isothermiques, le fait de ramener à tension 
petite diminue le courant nécessaire à Tcntretien des oscillations sous A|. Le con- 
traire se produit si le fil vient d'être échauffé. Ainsi, dans la première expérience 
à tQ de la seconde série, le courant passe (en unités arbitraires) de 34 à 4i« Dans 
la troisième, il passe de 3o à 35. Mais dans la cinquième il passe de 36 à 35 : les 
conditions sont alors toutes différentes. 

Bien entendu, lorsque le cjcle est parcouru à chaud, le courant d'entretien di- 
minue. 

34. Remarques sur quelques résultats antérieurement obtenus, — Le para- 
mètre C à longueur constante diminue donc quand on élève la température. 
Quelques résultats antérieurement obtenus paraissent contredire cette proposition. 

J'ai montré, au n" 16 du Mémoire Sur les courbes de traction du caouchouc 
vulcanisé, que, pour des températures régulièrement croisées, le cycle est plus 
redressé et plus aplati à chaud qu'à froid. Or, si le paramètre C est plus petit à 
chaud qu'à froid en chaque point du cycle, celui-ci semMe devoir faire avec la 
verticale un angle moyen plus grand à chaud qu'à froid. La conciliation s'obtient 
aisément à l'aide du n" 15 du Mémoire Sur fa réactii'ité du caoutchouc vulca^ 
nisé, La réactivité diminue beaucoup quand on chauffe le fil; la diminution est 
assez considérable, non seulement pour compenser la diminution de Cj mais 
encore pour produire un redressement. Le fait que le cycle est plus aplati à chaud, 
que l'hystérésis est alors moindre, apporte un supplément de preuve à cette inter- 
prétation. 

Nous avons vu au n" 30 que l'énergie à fournir pour entretenir les petites 
oscillations est plus petite à chaud qu'à froid. Ce fait concorde avec la diminution 
de réactivité : il est pour les petits parcours la marque d'une diminution d'hysté- 
résis. 

On comprend maintenant à quel point se méprennent ceux qui calculent le 
module d'élasticité à partir des courbes de traction. Quelquefois ils concluent que 
ce module augmente quand la température s'élève; d'autres fois ils concluent que 
le module diminue. Dans le premier cas ils ont croisé les expériences (n** 15 du 
Mémoire Sur les courbes de traction du caoutchouc vulcanisé); dans le second 
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ils n'ont pas pris cette précaution (n" 16 du même Mémoire). Dans les deux cas 
d^ailleurs leur énoncé est faux-, ils oublient de discerner les divers groupes de 
causes qui produisent des< phénomènes inverses dont Tensemble est inexplicable, 
si on ne les isole pas avec le plus grand soin. 
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35. Pour comprendre les expériences qui suivent, il faut préciser la nature 
théorique du problème. J'ai décrit au n" 13 l'appareil employé. J'admets d'abord 
qu'il n'y a pas absorption notable d'énergie, c'est-à-dire qu'on peut utiliser l'équa- 
tion 

où s est le déplacement de chaque point de la corde à partir de sa position d'équi- 
libre, X la distance au diapason, / le temps, v la vitesse unit^orrne de propagation. 
Prenons l'intégrale sous la forme 



. ( ITIX 



.ç:^.ÇoSin ( — ^ h a I sin -tft' 



La seule condition à satisfaire est ). = w'ï; les paramètres Sq et c sont arbi- 
traires. Imposons au diapason une oscillation d'amplitude déterminée 



Sz=z Ssui-™- 



11 faut faire ^r = o dans l'intégrale, et la condition devient 

S = 5o sina; 



l'intégrale peut alors s'écrire 



S . / j" \ . t 



sin (27: v^ 



w... . -.. ^ H-a sin27r?=f 
sina \ A / T 

Soit maintenant L la longueur du caoutchouc : nous devons avoir 6' = o iden- 
tiquement pour j? = L. D'où 

i) 5= j-stn27r — y^ — sinaTTTp- 

sinaTTy 

Cette formule paraît d'abord absurde, tant elle choque l'idée qu'on doit assimikcr 
toujours et dans tous leurs détails les vibrations longitudinales aux phénomènes 
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m est le nombre par lequel Famplilude, en un point d'un fil indéfini, doit être di- 
visée pour obtenir Tamplitude en un point distant d'une longueur d'onde. 
L'équation précédente devient 

log nép. m ( m'" — m-'" ) -+- 4 t: sin 4 tt w == o, 
équation transcendante que nous pouvons résoudre en construisant les courbes 

pour des valeurs convenables du paramètre m : la variable u est le nombre de 
longueurs d'ondes comptées sur le fil, à partir du point où se fait la réflexion. 

Il est d^abord évident que les nœuds et les ventres (minima et maxima d'am- 
plitude) sont en nombre limité, puisque les valeurs correspondantes de u sont 
données par l'intersection d'un sinusoïde (dont les ordonnées dans la partie ulîle 
oscillent entre cet i)et d'une courbe dont les ordonnées croissent continûment et 
sans limite. 

Lorsqu'on a A* = o, les ventres correspondent aux valeurs de u égales à 25, ^5, 
lîèS, 1^5, ... centièmes; les nœuds correspondent aux valeurs o, 5o, loo, i5o, 
•j>oo, ... centièmes. Il suffit de tracer grossièrement une sinusoïde et une courbe 
constamment croissante, pour voir que les ventres correspondront maintenant aux 
valeurs de u égales à 25-i-£|, 75 -f- £2, 120 + £3 centièmes, et les nœuds, aux 
valeurs de u égales à 5o — £^, 100 — s!,, i5o — £3, ..., les nombres positifs e 
croissant à mesure que leur indice croît. 

La distance d'un ventre au nœud suivant diminue donc quand u croit, jusqu'à 
ce que les ventres et les nœuds disparaissent. 

L'expérience fournit seulement les nœuds avec quelque précision; pour fixer 
les idées, j'ai calculé en fonction de la longueur d'onde prise pour unité les 
distances des trois premiers nœuds (le premier correspondant k u = o) en faisant 
successivement m = 2, 3 et 4« Voici les résultats : 

Positions des nœuds. Distances des nœuds. 

m=i 0,494 

m = 3 0,482 

m = 4 0)47îfc 

Pour m = 4î il n'y a qu'un seul nœud. 

I** Comme il est à peu près impossible de corriger les résultats bruts de l'expé- 
rience de l'influence de l'amortissement, il résulte de ce calcul que la méthode ne 
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0,49' 
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o,47'^ 
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peut pas donner des résiillats bien précis; la limite de ce qu^on est en droit 
d^attendre d^elle est 7^ environ dans les cas favorables. 

2** A mesure qu'on s'éloigne de la pince, la distancedes nœuds diminue; l'expé- 
rience confirme ce résultat. Les diflerences sont de Tordre de celles qu'on vient de 
calculer pour m = 2 ou 3. 

3** L'amortissement varie avec l'allongement actuel de la corde. Généralement 
il est impossible de voir plus de 4 ou 5 nœuds; quand la longueur d'onde est 
grande, il n'en existe quelquefois pas plus de deux. L'ordre de grandeur de m est 
donc tel que nous l'avons supposé. 



37. Quoi qu'il en soit des imperfections de la méthode, elle est commode et 
d'une incontestable élégance. La mesure du premier entrenœud donne sensible- 
ment la moitié de la longueur d'onde. De la relation X = i'T, si l'on connaît T 
{Jig' 10), c'est-à-dire la période du diapason, on tire la vitesse v de propagation 



l-'ig. 10. 




longitudinale d'une onde. Enfin, de la connaissance de cette vitesse, on déduit 
la valeur du paramètre E^, qui est 1res sensiblement proportionnelle à p*. 

Fac. de T., r S., VL 3l 
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Le païamèlre E5 est défini par Téqualion 



^ dP L , L 

t. =z -7- = *^ — • 

aL s s 



La formule de Newton apprend, d'autre part, que 



=v^ 



où 8 est le poids spécifique. Pour le caoutcliouc, est à peu près invariable; il 
l'est rigoureusement à la précision de l'expérience que je discute. Donc E5 est 
proportionnel au carré de l'intervalle des deux nœuds. 

La méthode donne ce paramètre toujours par défaut et l'erreur commise croît à 
mesure que l'amortissement augmenle. Il est, d'ailleurs, toujours plus correct 
d'opérer sur une corde ayant plusieurs demi-longueurs d'onde; on s'approche 
ainsi des hypothèses du n° 36 : les nœuds sont dus à Tinlerférence d'une seule 
onde incidente et d'une seule onde réfléchie. 

Étudions de plus près l'hypothèse du n" 36 sur la forme de la fonction d'amor- 
tissement et montrons qu'elle concorde avec ce que nous apprendront les expé- 
riences directes (n" 53). Prenons l'onde dans une de ses positions et considéroiis 
un certain point; Tamplitude y est 5'= c"*-*^; l'énergie contenue dans une longueur 
d'onde, prise à partir de ce point, est proportionnelle au carré de l'amplitude en 
ce point; nous pouvons poser 

Considérons maintenant celle même onde, après qu'elle s'est déplacée de dx. 
L'énergie qu'elle contient a diminué de 

Donc, admettre la loi exponentielle de décroissement pour les amplitudes, revient 
à admettre que l'absorption d'énergie est, à chaque instant, proportionnelle au 
carré de l'amplitude. 

On peut encore prouver ce résultat d'une autre manière. On sait qu'en admet- 
tant uii frottement proportionnel à la vitesse, on retombe sur une absorption 
d'énergie proportionnelle au carré de l'amplitude (n° 22). Je vais montrer que 
l'hypothèse d'un frottement proportionnel à la vitesse conduit à compléter de La 
manière suivante l'équation régissant la propagation d'un ébranlement longitu- 
dinal 



— i'' ^r— : -+- n 



dt^ dx^ Ox-ôt 



^^4 
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Os 

En eflet, la dérormalion de rélément ds est mesurée par le quotient -r^; la 

vitesse de déformation est donc mesurée par -r — V * il résulte de cette vitesse un 

'^ ôxôt 

frottement proportionnel. Enfin, la force sur un élément dx du cylindre est la ré- 
sultante de deux forces produites par les vitesses de déformation des deux éléments 
adjacents, résultante dont l'expression est proportionnelle à 

^L ( ^'^ \ — ^^^ 
djr\ôxdt ) djc'ôt 

Ceci posé, on vérifie facilement que Téquation diflcrenlielle admet des inté- 
grales de la forme 

c-^-^sinaTuf Y""f )• 

En substituant et égalant à o les coefficients des sin et des cos, on trouve deux 
équations de condition, qu'on résout facilement grâce à la circonstance que A* est 
assez petit devant 2:1:)., pour qu'on puisse négliger A- devant .\tz'^i\'^' 

Donc, riiypothèse faite sur la forme de la fonction d'amortissement revient bien 
à admettre une absorption d'énergie proportionnelle au carré de l'amplitude. Il ne 
faudrait pas induire du raisonnement précédent que le frottement intérieur dans 
le caoutchouc est proportionnel à la vitesse; bien d'autres hypothèses conduisent 
à une absorption d'énergie proportionnelle au carré de l'amplitude. 

38. Variation cyclique du paramètre Ej. — On retrouve avec la méthode 
actuelle les résultats généraux que nous connaissons, pour les variations du para- 
mètre E5, le long d'un cycle de traction. Il y a hystérésis; l'effet est surtout 
marqué, comme on doit le prévoir, pour les premiers cycles effectués avec un fil 
neuf. 

Il semble pourtant que le paramètre E;j, déterminé par la méthode actuelle, 
présente un hystérésis moins considérable que déterminé par la méthode du pen- 
dule entretenu, surtout quand le cycle est répété plusieurs fois. A priori il n'y a 
aucune contradiction à ce qu'il en soit ainsi. Nous ne savons pas encore sûrement 
dans quelle limite les diverses méthodes que nous étudions éliminent les phéno- 
mènes qui ne sont pas d'élasticité parfaite; nous ne savons même pas quel est le 
nombre des groupes de ces phénomènes. Chacun d'eux peut avoir son hystérésis 
propre, et ce que nous observons comme hystérésis des premiers <!.* et Es, est dû 
à la superposition de tous ces hystérésis. Il n'y a donc rien d'étonnant à ce que 
des opérations effectuées dans des conditions aussi différentes que celles qui déter- 
minent C par la méthode du pendule entretenu et Es par les ondes longitudinales, 
ne donnent pas des résultats identiques. 
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On s'étonnera peut-élre que je n'aie pas fait des mesures absolues qui permis- 
sent la comparaison numérique des résultais des deux méthodes; si Ton veut bien 
réfléchir que de telles comparaisons ne peuvent ai^oir un sens qu^ effectuées sur 
le même caoutchouc et ai^ec un appareil construit de manière quUl soit pos^ 
sible de passer d^une expérience à Vautre sans que le caoutchouc soit touché 
le moins du monde, on conviendra que j'avais mieux à faire que perdre mon 
temps à des essais pour le moins prématurés. 

39. Parmi les phénomènes étudiés par la méthode du pendule, il importe de 
vérifîer, avec la méthode des ondes stationnaires, l'influence d'une station sous un 
allongement donné. 

On utilise un caoutchouc neuf, Lo= 80*^"'. On l'amène à l'allongement A= 5, 
l'enlrenœud immédiatement déterminé est 177^"'* On maintient sous cet allonge- 
ment i5 heures, l'entrenœud devient iqS^*". La vitesse croit donc dans le rap« 
port 193:177=1,09; les paramètres E5 ou C croissent dans le rapport 

-2 2 

193 : 177 = 1,18. 

On revient successivement aux divers allongements A|, on retourne à A = 5 el 
l'on détermine chaque fois la distance du premier nœud à la pince. On trouve 

A,. 5,00. 4,37. 3,75. 3,12. 2,50. 1,87. 1,25. 1,00. 

Enirenœud igi*^™ ig-z'^" iS;'" 177*" 164*^ i5o*^" i4i'"' iSq*^" 



On laisse 3 heures sous l'allongement A = 5, l'entrenœud remonte à i58; 
3 heures après, il est revenu à 167*^™. 

Comme le diapason fait 5o vibrations à la seconde, la vitesse de propagation 
est représentée en mètres par les nombres précédents, qui expriment en centi- 
mètres la demi-longueur d'onde. Ces résultat3 sont entièrement conformes à ce 
que nous savons. 

J'ai terminé l'expérience précédente en mesurant la longueur de l'entrenœud 
pour les allongements A| suivants, qui varient régulièrement de 5 à i : 

Ap 5.00. 4,75. 4,50. 4,25. 4,00. 3,75. 3,50. 3.25. 

Entrenœud 167**" 138*^"' 119'^"' loi'^"" qï^" 8^" 72'"' 64*" 

A,. 3,00. 2,75. 2,50. 2,25. 2,00. 1,75. 1,50. 1,25. 

Entrenœud SS'^" Sa*^"* 48"" 44'" 41*"" 4o"" 4o- 4o"" 

La figure 10 représente trois courbes. La courbe marquée v est obtenue en 
prenant comme abscisses les A{ précédents et comme ordonnées les longueurs des 
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entrenœuds direvlcment déterminées. Comme nous le faisions prévoir au n<> 27, 
la vitesse de propagation est constante pour de petits allongements. La courbe E; 
s*ob(ieDl en portant en ordonnées des nombres proportionnels aux carres de la 
vitesse de progagation ou de la longueur des cntrenœnHs. Enfin la courbe € 
s'obtient en divisant les ordonnées de la courbe précédente par le carré de l'allon- 
gement A. Elle présente l'allure que nous ont fait connaître les expériences elTec- 
iiiées aveole pendule. 



HOnULE C A CHAI 



-ANTE. MÉTHODE STATIQUE. 



-10, Description des appareils. — Le problème expérimental est analogue à 
celui qu'on trouve résolu dans mon Mémoire Sur les courbes de déformation, etc., 
Cbap. I, p. 179. Mais les (ils de caoutchouc, à l'inverse des fils métalliques, sont 




si extensibles qu'il devient nécessaire de transformer l'appareil. Il est représenté 
schématiqnement figures 11 et 13. 



238 



H, DOUASSE. 



La partie essentielle (^fig* 1 1) est le fléau AB. C'esl celui d*une balance hydro- 
statique très sensible; sur Taiguille, à la hauteur du couteau central, est fixé un 
miroir M permettant d^évaluer, à l'aide d'une lunette non représentée et de la 
règle de verre divisée R, les déplacements verticaux du couteau A. 

Le caoutchouc C est serré dans une pince (non représentée) dont le manche 
supporte le système rigide DE. A la pièce DE (^fig* 12) est soudé un disque 



Fi g. 12. 



•»[] 




:V 



en laiton sur lequel on peut empiler des disques de plomb fendus suivant un 
rajron; chacun d'eux pèse 66^^. Le crochet A' est relié par un fil fin au crochet A 
de la balance. Le cylindre de verre FG est lesté par du mercure et à peu près 
équilibré, ainsi que rélricr DE, par des poids P placés dans le plateau de la ba- 
lance. On peut donc régler, à l'aide tant des disques de plomb que du poids P, la 
charge que supporte le caoutchouc. 

Je viens de dire que le caoutchouc était pris dans des pinces; dans mes précé- 
dents Mémoires, je n'ai pas indiqué un artifice par lequel on évite que la corde 
ne soit abîmée par la pince qui la serre. Il faut, au moment du serrage, If ndre 
fortement avec les doigts le caoutchouc au point où les mâchoires s'appliquent; 
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on est silr qu'il ne se déchirera pas, même à la surface, pour toutes les tensions 
inférieures ou peu supérieures à celle que l'on a alors exercée. 

Le cylindre FG plonge dans un tube RH rempli d'eau; ce tube porte des mon- 
tures W formées d'un bout de tube de laiton et d'une plaque horizontale. Ces 
plaques sont percées de trous dans lesquels passent les fils métalliques verti- 
caux IJ, fîxés solidement en 1 et J, tendus et servant de guides. On donne au 
système formé par le cylindre KH et ses montures, un mouvement alternatif 
sinusoïdal par rapport en temps à l'aide d'un excentrique. Je n'insiste pas sur le 
détail de ce mécanisme, dont on imagine aisément Tessenliel et dont la forme dé- 
pend, naturellement, de l'espace disponible et de l'installation générale du labo- 
ratoire. 

L'excentrique est porté par une roue à laquelle on donne un mouvement uni- 
forme convenable. On peut ainsi imposer au caoutchouc, à partir d'une charge 
moyenne déterminée, une variation de charge alternative, suivant une loi parfai- 
tement connue. 

41. Avant de discuter la méthode, je termine la descriplion de l'appareil. Le 
caoutchouc doit être porté à des températures variables et connues. Il est donc 
renfermé dans un tube AA {fig* 12) entouré d'un tube plus large BB. On peut 
faire circuler entre les deux tubes un courant CDBE d'eau portée à une tempéra- 
rature connue par des appareils de chauffage décrits dans mon Mémoire Sur les 
courbes de traction du caoutchouc vulcanise , p. 260. 

Il est nécessaire que le point A {Jig* 1 1) oscille autour d'une position à peu près 
invariable. Il faut donc pouvoir déplacer l'extrémité supérieure du caoutchouc. 
Elle est fixée {fig* 12) à un tube M rempli de plomb et bouchant à peu prés com- 
plètement le tube AA. Un fil d'acier MNIJ le supporte; il s'attache au point J à 
un crochet fixé sur l'écrou d'une vis verticale ayant i'",2o de long et qu'on peut 
faire tournera l'aide de la poulie tt. Enfin la position de l'écrou, et par conséquent 
de l'extrémité supérieure du caoutchouc,* est déterminée au moyen d'une lunette 
qui vise la règle RR, attachée en R et retenue verticale par le poids P (Jig. 12). 

L'observateur a donc, l'une à côté de l'autre, deux lunettes : avec l'une il vise 
la règle R {/ig' 1 1); avec l'autre il vise la règle R {Jig> 12). Il a, de plus, sous la 
main, la commande d'un appareil d'embrayage permettant de faire tourner la 
poulie 7: dans un sens, dans l'autre, ou de l'arrêter instantanément. Il peut donc 
s'arranger de manière que le milieu de l'oscillation coïncide toujours avec le 
milieu de la règle R {Jig* 11). Celle-ci est gravée sur verre en millimètres et 
éclairée par transparence à l'aide d'une lampe électrique à verre dépoli, qu'on peut 
déplacer verticalement pour lui donner une position convenable. 

Pour éviter tout accident, si le caoutchouc cassait, un support S est disposé de 
manière à recevoir les masses de plomb E; un autre support S' empêcherait 
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Télrier DE de culbuter et, au besoin, amortirait la chute du tube pleio de 
plomb M (^Jig' 12). Si, au contraire, le caoutchouc n^est pas assez tendu, Tëtrier 
butte contre le support S^ On évite ainsi que le fléau ne soit dangereusement 
soulevé. 

La distance AM des couteaux de la balance est de 14*""* La distance du miroir 
à Téchelle est de i™. Le rapport du déplacement vertical du point A à la difTé* 
rence des nombres lus sur la règle R est donc voisin de 

i4 : 200 = 1 : i4- 

On apprécie aisément le j^ de millimètre sur la règle R; on peut donc compter 
sur le -^ de millimètre pour l'estimation des variations de longueur du caout- 
chouc. L^expérience montre que cette précision n'est pas illusoire. Paî été moi- 
même étonné de la régularité avec laquelle fonctionne l'appareil que je viens de 
décrire et dont la complexité est grande. Je vais maintenant discuter la méthode 
d'obtention des charges variables et montrer pourquoi la disposition qui était 
commode pour les fils métalliques (/oc. cit.^ ne peut plus servir pour le caout- 
chouc. 



42. Soit X la variable qui fixe la position du vase HK (^fig* 1 1); dx est compté 
positivement quand le vase descend. Soit L la longueur, du caoutchouc dont je 
suppose l'extrémité supérieure invariablement fixée : L détermine la position du 
tube FG. Soient enfin h la quantité dont ce tube s'enfonce dans l'eau, H la hau- 
teur de l'eau dans le vase HK, s la section extérieure du tube FG, S la section 
intérieure du tube HK. Une figure auxiliaire permet de suivre le raisonne- 
ment. 

Ecrivons que le volume de l'eau est invariable : ce volume a pour expres- 
sion HS — h$\ d'où 

(i) ^dVL = sdh. 

Si le vase HK s'abaisse de dx^ le niveau absolu de Teau s'abaisse de dx — dl^. 
Mais le caoutchouc se trouve plus tendu; il s'allonge de ^L. Donc la hauteur A, 
de laquelle il plonge dans l'eau, varie de 

(2) dh-=i—dx-\-d^'\-dh. 



Posons mji 11 tenant 



d^ 

dO 
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soit 8 le poids spécifique du liquide. Nous avons, évidemment, 
(3) dP=:-^sdhd, dL = -^'^dh. 

Pour trouver la relation entre x et L, il suffit d^éliminer dh et c/H entre les 
équations (i), (2) et (3); il vient 

j- dx dx 



H- 



K^'s) "^£(""0 



Cette formule montre que, si Tamplitude du mouvement oscillatoire du vase HK 
reste constante, C et dh ne sont en raison inverse l'un de l'autre que si le second 
terme du dénominateur l'emporte beaucoup sur le premier, qui est l'unité. Pour 
qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que s soit petit et S grand. Or, le tube FG 
n'a jamais eu plus de n""» de diamètre environ, le tube HK a 35"". Le rap- 
port ^:S<C I I 10. Mais, en diminuant Sj on se trouve dans la nécessité d'aug- 
menter beaucoup la course du tube HK, pour que la variation du poids soit 
suffisante. Un tube de n™" de diamètre a pour section o*"', 95. Une course 
de 4o^" donne une variation de poids qui est voisine de 

0,95 X 4o X — =1 34». 

Avec de pareilles courses, le procédé de vases communicants employé pour les 
fils métalliques n'est décidément plus pratique. 
En définitive, nous pouvons poser 



'=''(È-> 



Il est donc toujours possible de faire la correction : mais, avec les dimensions que 
nous avons employées, dx l dh est ordinairement de l'ordre de 4o. Aussi, bien 
que les expériences donnent des nombres comparables à une bien plus grande 
approximation, comme il sera généralement question dans ce Mémoire, non de 
valeurs absolues, mais de valeurs relatives et de variations de la quantité C, nous 
nous dispenserons généralement de la faire. 

43. Interprétation des résultats. — Pour préciser les idées, supposons qu'on 
arrive à la charge Pq, qui sera maintenue constante en moyenne, par charges 
croissantes. On superpose à celte charge une charge alternativement positive et 
négative, de sorte que la charge totale est de la forme Po4- P'sinw^ On déter- 
mine alors les longueurs pour les charges Pq it P' et l'on obtient une série de 

Fac, de T., 2« S., VL 32 
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points A, A', B, B', ... (^fig* i3), dont la position indique que non seulement le 
fil subit des allongements et des raccourcissements périodiques, mais encore que 
la réactivité intervient pour produire un allongement continu. 

Les points expérimentalement obtenus, on les joint par deux courbes conti- 
nues ABC . . ., A'B'C . .. On admet alors que, si la réactivité n'existait pas, la 



Fig. i3. 



Longueurs 




•' p P' 



distance des niaxima et minima consécutifs de la longueur serait égale à la distance 
verticale des courbes que nous venons de tracer. En d'autres termes, C est à 
chaque instant mesuré par l'inverse de la différence des ordonnées correspondant 
à cet instant. 

Celle manière d'interpréter les résultats paraît incontestable, lorsque le temps 
passé sous une charge donnée a été tel que la vitesse de l'allongement provenant 
de la réactivité soit devenue très petite. Il n'est même plus alors nécessaire de 
construire les courbes ABC, A'B'C : il suffit de prendre la moyenne 

(Aa-+-B(3 — 2A'a'):2, 

les longueurs étant d'ailleurs comptées à partir d'une origine quelconque. 

Dans les premières minutes, au contraire, la rcactivilé est considérable pour 
peu que la charge soit grande. Il n'est plus certain qu'il soit légitime de prendre 
l'inverse de la distance verticale des courbes comme mesurant le paramètre C 

Assurément, si l'on était sûr qu'il y eût simple superposition des allongements 
dus à la réactivité et des allongements et raccourcissements périodiques dus à la 
variation de la charge, on éliminerait certainement l'action de la première cause 
par le calcul précédent. Il revient, en effet, à admettre que la vitesse d'allonge- 
ment de réactivité est constante, au moins approximativement, pendant une 
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légitimité du calcul, sauf pour ces premiers instants, est la régularité et la faible 
courbure des courbes obtenues à charge constante, en prenant comme coordon- 
nées le paramètre C et la longueur, comme nous le montrerons au numéro suivant. 

44. Résultats généraux. — Il n'est pas utile de calquer les expériences que 
nous ferons avec la méthode statique, sur celles qui ont été elTectuées par la 
méthode dynamique. Il vaut mieux profiter de ce que l'appareil donne à chaque 
instant le paramètre C en fonction à la fois de la charge et de la longueur, pour 
élucider des questions générales importantes. 

J'ai montré, au n° 26, qu'il est impossible de considérer C comme une fonction 
déterminée, une fois pour toutes, de P et de L. En d'autres termes {fig* i4)> 

Fig. i4. 




si nous prenons pour plan horizontal le plan L, P et si nous élevons des perpen- 
diculaires dont la longueur mesure C, elles n'aboutissent pas à une surface 
unique I, déterminablc une fois pour toutes. On pourrait dire que cette surface 
existe, mais qu'elle se déforme à mesure que les déformations imposées au fil sont 
de plus grande amplitude : même ainsi généralisée, l'hypothèse est inadmissible. 

J'ai montré, en particulier au n** 26, que pour une même longueur, c'est-à-dire 
dans le plan vertical CCT, C est plus petit en C, sur la courbe de décharge, 
qu'en C, sur la courbe de charge; ce qui implique que la courbe d'intersec- 
tion cc'y de la surface S avec le plan vertical CCT, courbe représentée en per- 
spective, s'abaisse à mesure qu'on s'approche de l'axe ATA. D'autre part, sur la 
courbe de charge, à longueur constante et, par conséquent, à charge décrois- 
sante, l'expérience montre que C croît, comme l'indique la courbe cd^. 

La méthode statique, qui donne à chaque instant la longueur et la cijarge, 
permet de vérifier que, pour une charge déterminée P, les points qui figurent C en 
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fonction de A ne se mettent pas sur une courbe unique, mais occupent une partie 
considérable du plan C, A. Chaque expérience consiste à arriver à la charge P, 
suivant une loi déterminée et à maintenir cette charge pendant un temps plus ou 
moins long; le point figuratif décrit alors dans le plan £A une courbe : il s'agit 
d'étudier le faisceau de ces courbes correspondant à une même charge, quand on 
fait varier la manière de l'atteindre. 

45. Faisceau des courbes C, A, pour une charge P invariable. — Tâchons 
d'abord de nous faire une idée du maximum de simplicité de ce que nous pouvons 
trouver. Nous savons que, arrivé en un point C sur une courbe de charge, la lon- 
gueur à charge constante croît indéfiniment. Revenu à la même charge en un 
point E d'une courbe de décharge, il y a généralement à charge constante un 
raccourcissement, puis un allongement. 

Sur la droite CE les points figuratifs marchent donc, après quelque temps, 
dans le même sens. Ârriveront-ils à se rejoindre en un point limite e, quelle que 
soit la manière suivant laquelle nous avons atteint la charge, c'est-à-dire quels que 
soient les parcours qui nous ont amené sur la droite CE? A cette question, il est 
impossible de répondre théoriquement; mais pratiquement la limite unique e 
n'existe pas, à moins d'admettre qu'elle ne sera atteinte qu'après des mois, ce qui 
rend toute vérification expérimentale illusoire. Une charge constante donnée 
influe sur la longueur d'une manière diflerentc, suivant les opérations par les- 
quelles on l'a imposée : la longueur tend vers une valeur limite fonction de ces 
opérations. On ne peut pas tracer dans le plan AP une courbe limite à laquelle on 
parviendrait à charge constante, soit en partant du point C sur la courbe de 
charge, soit du point E sur la courbe de décharge. 

Bien entendu, si cette courbe existait, elle devrait être aussi limite pour des 
déformations à longueur constante : on devrait aboutir à un même point g^ que 
l'on parte à longueur constante du point C ou du point C* 

Ce qui précède revient aussi à dire que l'hystérésis qui sépare les courbes de 
charge et de décharge ne provient pas seulement d'une viscosité, d'un frottement; 
on ne verrait alors aucune raison pour que la courbe limite n'existât pas. 

Revenons maintenant au paramètre C : il n'est pas une fonction déterminée de 
la charge et de la longueur; pour une charge donnée P, nous avons une infinité 
de courbes qui représentent C en fonction de L. Si la courbe limite dont nous 
venons de parler existait, il serait naturel que les courbes précédentes tendissent 
vers un même point limite : toutes les courbes correspondant à une même charge, 
suffisamment prolongées, viendraient aboutir en ce point. L'expérience montre 
qu'une telle hypothèse est absolument gratuite. 

Il ^ulte d'abord de ce que j'ai dit plus haut sur l'inexistence de la courbe 
limite, que nous ne possédons jamais que des fragments des courbes C, L, assez 
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courts relativement à leur espacement dans le plan. En d^autres termes, le poial 
figuratif parti de G {/ip* i4) ne fai*- jamais, sur la droite CE, qu^un chemin rela- 
tivement petit par rapport à la distance où peuvent se trouver entre eux les points 
analogues à G et E qui correspondent aux différentes courbes de charge et de 
décharge. Ges fragments sont même généralement très courts quand on arrive par 
une courbe de décharge à la cbargc P et leur inclinaison dans le plan C, L assez 
mal déterminée. 

Quoi qu^il en soit, ces fragments sont sensiblement des courbes parallèles assez 
rapprochées de la droite, quand elles ont pour origine un point d*une courbe de 
charge, analogue à G par conséquent. Gela revient à dire que chaque fois qu'on 
arrive à la charge donnée P par une courbe de charge, l'effet sur la variation de i' 
des variations de longueur à charge constante est indépendant, dans une large 
mesure, de la longueur au moment où Ton atteint la charge P et de la valeur cor- 
respondante du paramètre c. Il m'a été impossible de trouver dans les inclinaisons 
des fragments de courbe des changements systématiques. 

Il en est de même pour les fragments qui ont pour origine un point d'une courbe 
de décharge, analogue à E {Jig^ i4) P^r conséquent; mais Tinclinaison moyenne 
n'est plus la même. 

Il faut excepter des règles précédentes ce qui se passe dans les premiers instants 
après rimposilion de la charge (n° 43). Quand l'origine est sur une courbe de 
charge, la courbe C (abscisses), L (ordonnées) est d'abord beaucoup plus verti- 
cale qu'elle ne sera ensuite : elle reprend d'ailleurs rapidement son inclinaison 
normale. Quand l'origine est sur une courbe de décharge, et que la charge est 
grande, il y a d'abord diminution de C tant que dure le raccourcissement, puis 
auguientaliou de C quand le fil recommence à s'allonger. Si, au contraire, la 
charge est faible, le raccourcissement qui peut durer très longtemps, pratique- 
ment, même indélmirnent, entraîne bien entendu un accroissement de C. 

(^c serait perdre son temps que de rapporter des nombres sur un tel sujet. Je 
veux seulement, par un exemple, fixer les idées et donner des ordres de grandeur, 
|)0ur montrer combien le paramètre C est loin d'être fonction déterminée de la 
charge. 

Soit une corde de caoutchouc de lô*^"* de longueur. Sous la charge de 800*, elle 
peut prendre, à mesure que l'on augmente le nombre des parcours entre les 
charges o^ et 1060^, toutes les longueurs comprises entre G4^™ (A =^4) et 
96*^"* (xV = G) : le paramètre C peut, toujours pour cette charge unique de 8ooS, 
passer de i à 4 en valeurs relatives. On voit dans quelle énorme partie du 
plan C^ L peuvent se trouver les courbes que nous étudions. Sur une des courbes 
à charge constante dont l'origine se trouve sur une courbe de charge, par exemple 
décrite après retour à la charge nulle, la variation de longueur en 4 heures peut 
être de 8*^" environ, pendant que C croît de i à 2 en valeurs relatives. 
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sente C en fonction des charges a une allure très singulière et un hystérésis con- 
sidérable {fig' i5)* La comparaison des deux courbes (nous n'avons pas jugé 



Fig. i5. 




utile de reproduire la première) montre à quel point les C sont mieux déterminés 
en fonction de la longueur qu'en fonction de la charge. 

J'ai dessiné la figure 16 pour montrer à quel point diffèrent les paramètres C 
déterminés comme précédemment, de ce qu'ils seraient calculés d'après l'incli- 
naison et la courbe. 

Pour faire la réduction, on saura que la variation de charge pendant le petit 
cycle était 5,23 fois plus petite que le poids de 66^ environ désigné par la lettre y : 
le plongeur était de très petit diamètre. 

D'ailleurs les allongements mesurés par réflexion sur le miroir et dont les in* 
verses donnent le paramètre C en valeur relative, sont i5,5 fois plus grands que 
les allongements véritables. 

Ceci posé, on peut calculer quel serait l'allongement pour la variation de charge 
2 Y si la courbe de traction était rectiligne et avait l'inclinaison caractérisée par le 
paramètre C. 

Par exemple, pour Sy au point A de la courbe de charge, C = 727. L'allonge- 
ment mesuré sur l'échelle transparente est, en dixièmes de millimètre, l'inverse 
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de ce nombre, soît 1875. L'allongement réel pour 2y, en admettant la propor- 
iionnalité, doit être 

(2 X 1875 X 5,23): 15,5=1:928. 

Or les allongements entre 6y et 8 y d'une part, 8 y et ioy de l'autre, sont 1217 
et II 33. L'Inclinaison de la courbe de traction au point A est sensiblement la 
moyenne de ces nombres, soit 1172, J'ai représenté par une flèche l'inclinaison 
qu'aurait la courbe si elle était définie par le paramètre C. 

On voit qu'en tous les points de la courbe de charge, la flèche est plus verticale 



Fig. !6. 



Chargea 




que la courbe, ce qui est tout naturel vu le rôle de la réactivlté. Il en est de même 
sur la courbe de décharge, sauf tout à fait à l'origine, pour des raisons que l'on 
comprendra facilement. L'écart angulaire entre les flèches et la courbe est maxi- 
mum sur la courbe de décharge et au milieu de celle-ci. 

Ce sont donc bien à des propriétés entièrement différentes qu'on a affaire quand 
on parle de l'inclinaison définie par i : C ou de l'inclinaison sur une courbe de 
Fac. de T., 2* S., VL 33 



i 



2DO TI. DOUASSE. 

charge et de décharge. Nous savons déjà que les diverses valeut's de C qui corres- 
pondent à une même longueur varient peu, tandis que, pour une même. longueur, 
les inclinaisons des courbes de déformation sont iniîniment variables. 

47. Influence de la vitesse avec laquelle les petits cycles sont parcourus, — 
La méthode statique permet de modifier la période de variation de charge et de 
savoir si elle intervient dans la valeur du paî^amètre C, On impose à Texcentrique 
(n°.40) des vitesses dilTérentes, soit avec un pignon changement de vitesse monté 
sur le train d'engrenages dont un des axes porte Texcentrique, soit par le chan- 
gement des poulies qui servent à relier le moteur au train. 

On obtient ainsi les quaire périodes 129% 90% 43*, 3o*. Le pignon modifie la 
période dans le rapport i : 3, les poulies dans le rapport 1:1, ^i. 

Dans Texpérience suivante, on maintient d'abord la charge constante un temps 
suffisant pour que la longueur du caoutchouc devienne sensiblement invariable; 
puis on met en marche Texcentrique. On emploie les périodes 43* et 129*. Le 
Tableau suivant donne, pour une courbe de charge et pour une courbe de 
décharge, les C qui correspondent à la période 43% le rapport des C pour les deux 
périodes, enfin le temps T que le fil est resté sous la charge constante avant qu'on 
ne fasse la comparaison. Celle-ci dure 3o™ environ et comporte une expérience 
avec la période 129' intercalée entre deux expériences avec la période 43% 

Charges imposées. Oy* 4 y. Sy. ICy. 

Courbe de charge. 



C. 



i366 » 35 i 2688 



Rapport I j044 >' '»o'9 'j^iq 

T 12^ » 70™ 280™ 

Courbe de décharge, 

C I'248 434 789 » 

Rapport 'îOi'j i,o43 i,023 » 

T 3o'" Go'" 16*» » 

Apres trois nouvelles heures sous oy, on reprend la deuxième expérience qui ^ 
donne »1^ = 1 294 et le rapport 1 , 046. 

Incontestablement, la grandeur de la période influe sur <!I ; toutefois les varij 
lions sont petites et de Tordre de quelques centièmes. Contrairement à ce qu' 
semblerait à première vue, elles sont plus grandes pour de faibles A que pour 
grands. 11 faut distinguer en somme deux sorles de réactivilés qui n'ont pas 
mêmes caractères. De ce qu'un corps s'allonge beaucoup sous charge constante 
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la réactivité du caoutchouc vulcanisé) que tous les phénomènes qui dépendent 
de la réactivité perdent de Timportance quand la température s^élève {voir aussi 
n«34). 

48. Influence de la température. Prévisions théoriques. — Cherchons à 
prévoiries phénomènes à charge constante d'après les résultats obtenus à longueur 
constante et d'après les variations du coefficient de dilatation que j*ai désigné 
par a, (n« 18). 

Au voisinage d'une tension et d'un allongement donnés du fil, on peut toujours 
poser 

crL z= «1 cf^ H — j7- • 

o 

• 

Celte équation n'implique aucune hypothèse si ai et C sont censés déterminés 
par Texpérience dans l'état particulier où se trouve le fil. Nous avons dît 
(n^ 18) dans quelles absurdités on tomberait si Ton imaginait a priori une rela^ 
tion entre ai et ^; par exemple si Ton supposait que L est une fonction déter- 
minée une fois pour toutes delà tension et de la température. Évidemment, poser 
la relation précédente revient bien à admettre qu'autour du point de l'espace L, 
/, P, où l'on se trouve actuellement, il n'y a que deux variables indépendantes; 
mais la relation qu'on imagine entre ces variables et la troisième ne vaut pas 
toujours et dans tous les cas, mais seulement à l'instant et autour du point consi- 
dérés. 

On peut donc admettre qu'arec les mêmes restrictions, C est une fonction de 
deux variables indépendantes et poser identiquement 

les coefficients difierentiels ayant pour indices P et L correspondant aux cas où 

Ton fait 

dP =io ou dL:= o. 

Soit maintenant 

dP=zo; 

il vient identiquement 

^\ _ÔCdL /dC\ ^ 
âtjp'^ âL dt "^ W^/l' 

Or -T- = ai est l'accroissement de longueur quand la température croît à charge 

constante. Nous savons que ai est positif pour de très petits allongements, s'en- 
niile pour un allongement A à peine supérieur à i, puis devient négatif et croît en 
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Or -p9 c^est-a-diré la variation de la tension quand la température croit à Ion* 

gueur constante, subit des variations analogues, mais de signe contraire à Celle 
de ai ; il est négatif pour A voisin de i et positif dès que A prend une valeur tant 
soit peu supérieure à i. 

Nous sommes donc sûrs que ( ->- ) < o et plus grand en valeur absolue que 
( -^ ) I dès que A est un peu supérieur h i . Pour A très voisin de i , nous ne pou- 
vons rien prévoir; algébriquement, il se peut que ( ■^-] soît positif. Cependant 

celte conclusion est improbable si Ton considère que -75 est quasi-ntil au voisinage 

de A = I (comme le montre l'expérience) et que, par conséquent, Tinfluence du 
premier terme est alors négligeable. 

En définitive, il est à prévoir que E5 diminue toujours quand la température 
s'élève, et que cette diminution est proportionnellement d^autant plus grande, pour 
une même variation de température, que A est plus grand. 

Toutes ces prévisions sont minutieusement vérifiées par Texpérience. Il était 
très important d'insister sur les phénomènes différents qu'on peut obtenir suivjint 
le paramètre auquel on s'adresse. Toutes les contradictions que nous avons signa- 
lées doivent précisément tenir à ce qu'on n'a pas spécifié les conditions expéri- 
mentales. Il est inconcevable que je sois le premier, depuis qu'on étudie le caout- 
chouc, à distinguer : i^ les variations par la température à tension constante et à 
longueur constante; 2^ les phénomènes qui onl trait au paramètre C des phéno- 
mènes qui se rapportent au paramètre E5. 

49. Résultats expérimentaux. — Conformément aux prévisions précédentes, 

l'expérience prouve que le quotient ( -y- ) > d'abord négatif pour A = i, s'annule, 

devient positif pour des valeurs de A comprises entre i et 2, passe par un maxi'^ 
mum, décroît, s'annule une seconde fois pour des valeurs de A généralement 
comprises entre 2 et 3, devient négatif et croît ensuite très vite en valeur absolue 
jusqu'aux plus grandes valeurs admissibles pour A.. Il est bien entendu qu'il s'agit 
ici d'expériences régulièrement croisées à deux températures différentes. 

Il semble bien que M. Imbert (Thèse de Marseille, 1880) ait observé un chan- 
gement de signe du paramètre C. Malheureusement : 

I** Il explique ses résultats en s'appu^^ant sur l'équation inadmissible (i2)[n**18] 
et à l'aide d'un raisonnement d'une incontestable absurdité : l'équation (12) ne 
peut conduire à aucune conséquence semblable. 

2" 11 lie le changement de signe de / -^ ) au changement de signe de aj. 
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Poui* «1 > o, et par conséquent pour des charges faibles, C doit, suivant lui, aug- 
menter quand la température croît; pour ai = o, <î^ doit conserver la même valeur 
quelle que soit la température; enfin pour ai < o, et par conséquent pour des 
tensions assez fraudes, C doit diminuer quand la température s^élève. Toutes ces 
conséquences sont aussi fausses que les raisonnements qui y ont conduit. 

3"* Au point de vue expérimental, sans parler de la technique rudimentairc, 

les faits sont mal observés ; car — passe, non pas une fois, mais deux fois par o et 

ne peut être positif que précisément si ai est déjà négatif. 

Les résultats que j^énonce n^ont donc aucun rapport avec ceux de M. Imbert ; 
en admettant que le phénomène observé par lui et par moi soit en partie le même, 
les commentaires qu^il ajoute au résultat brut de Texpérience enlèvent à son 
observation tout intérêt, puisqu'ils sont la négation même du phénomène. 

Pour en revenir à mes expériences, on conçoit, d'après les raisonnements du 
n** 48, que le maximum positif du quotient dC\dt (rfP=o) doive correspondre 
à la fois à une valeur négative suffisante de ai, c'est-à-dire à une charge assez 
grande, et à une valeur négative assez grande du quotient dC\dh^ c'est-à-dire à 
une charge pas trop grande. En effet les deux facteurs du produit varient en sens 
contraires. 

Voici une expérience entre i5" et 49"« La charge y vaut 66^. 



Charge. 

«Y 

^ï 

3ï 

4ï 

5y 

i6y 



\llongement 


Raccour- 




à froid. 


cissement. 


c à froid. 


A= i 


9 


ii5 


1,28 


^'9 


74 


1,45 


75 


59 


1,69 


i3o 


47 


1,90 


TXZ 


39 


5,47 


918 


112 



dC 



0,09/3 
0,008 
o,oi5 
o,o36 
o,o5o 
0,700 



La longueur moyenne sous charge nulle est Lo=20*^"*, les raccourcissements 
produits par la variation de température, sont donnés en dixièmes de millimètre. 
Les C sont exprimés en unités arbitraires; dans le quotient dC\C^ le dénomina- 
teur est la moyenne des valeurs à froid et à chaud. Pour l'expérience que j'étudie, 
ai serait nul à peu près pour une charge de 668 et un allongement A= 1,12. Les 
expériences sont régulièrement croisées : on allume et Ton éteint le radiateur 
de 20 en 20 minutes; le cycle de charge est de 26^ et effectué en 43 secondes. 
L'excentrique ne cesse pas de tourner, même pendant les refroidissements et les 
échauffements. On détermine les valeurs de C quelques minutes avant d'éteindre 
ou d'allumer. 

Grâce à ces résultats, nous pouvons comprendre ceux du n° 21 du Mémoire 



256 II. BOUASSE. 

Sur la réactivité du caoutchouc vulcanisé. On y décrit des cycles à charge 
moyenne constante. Les quantités e représentent les inverses des paramètres <L\ 

Considérons d'abord les cycles isothermes. 

Entre les charges Po= 55o6 et P| = ôSo^, c'esl-à dire pour la charge moyenne 
6006, e', >'£^ ; le paramètre C est plus petit à chaud qu'à froid. Au contraire, pour 
un cycle de même grandeur et la charge moyenne 400^, le paramètre C est plus 
grand à chaud qu'à froid. Bien que les parcours soient trop grands pour unedéter* 
minaiion correcte de «C, ces résultats sont conformes à ceux des expériences qui 
précèdent. 

L'influence du recuit et du temps passé à basse température après le recuit se 
marque avec évidence dans les expériences que nous rappelons, bien que faites 
sur des cycles très étendus. Enfin les résultats paradoxaux sur les cycles non iso- 
thermes s'expliquent tant par les variations du paramètre C avec la température 
que par la diminution de la réactivité quand la température s'élève. 



ABSORPTION d'énergie DANS LES OSCILLATIONS. 

50. L'appareil utilisé pour la détermination de C par la méthode dynamique 
(n®*19et suiv.) permet de mesurer, au moins approximativement et en valeur rela- 
tive, l'absorption d'énergie pendant des oscillations entretenues avec une ampli- 
tude constante. La précision n'est pas très grande, il est difficile de maintenir 
invariable la longueur de mercure suivant laquelle le circuit est fermé, et l'on n'est 
jamais sûr de la perfection des contacts obtenus à l'aide de l'appareil représenté 
figure 6. Toutefois les renseignements obtenus sont précieux. 

Je décrirai plus loin une seconde méthode théoriquement plus parfaite (n^ ^7)» 
qui permet aussi de mesurer l'absorption d'énergie pendant les oscillations d^am* 
plitude constante; malheureusement elle n'est guère pratique. 

Le problème que je vais traiter est différent : il s*agit de trouver la loi 
d"* amortissement des oscillations dhin pendule sous V influence du frottement 
dû aux dilatations périodiques du caoutchouc. Après que les oscillations ont 
été entretenues pendant un temps convenable, supprimons le courant d'entretien 
et toutes les causes essentiellement variables d'amortissement, comme les contacts 
de mercure; déterminons la loi de décroissance des amplitudes d'une oscillation 
dont la durée est voisine de 2 secondes. 

L'appareil est très analogue à celui qui sert pour la méthode dynamique. Il n*en 
diffère essentiellement que par la position du centre de gravité (sur laquelle nous 
reviendrons au n** 52) et parle procédé employé pour étirer le caoutchouc. N'ayant 
pu faire construire un second appareil tel que celui décrit au n° SI, je mé suis 
servi d'une disposition plus simple et suffisamment précise. Les pinces dans les* 
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quelles sont prises les extrémités du caoutchouc sont montées sur des glissières 
qui se déplacent le long d\inc bande de feuillard fixée sur une planche etqu^on 
peut arrêter en une position quelconque par des vis de pression. Ce système est 
long de 2",5o : une règle divisée permet de déterminer à chaque instant la dis- 
tance des pinces. Pour déplacer les deux pinces simultanément, en sens inverses 
et de quantités égales, des cordes s^attachentaux glissières, passent sur deux poulies 
fixées aux extrémités du feuillard, sur deux autres poulies placées près du milieu 
de Tappareii, au-dessus du caoutchouc et symétriquement par rapport au pendule, 
et aboutissent à un écrou, mobile le long d'une tige filetée ayant i"*,20 de lon- 
gueur. Cette tige pose par une de ses extrémités sur une crapaudine, est prise à 
l'autre extrémité dans un collier et peut recevoir un mouvement de rotation 
régulier par le moyen d'une poulie en fonte ajourée de 40*^*" de diamètre, fixée au 
delà du collier. 

Quand cette poulie tourne dans un sens ou dans l'autre, elle entraîne les cordes ; 
le caoutchouc se Irouve tendu ou relâché également par les deux bouts : le pro- 
cédé est analogue à celui qui permet d'ouvrir ou de fermer simultanément les 
rideaux d'une fenêtre. 

Le système d'entretien est semblable à celui du pendule du n** 19 ; les ponts qui 
établissent les contacts et les courts-circuits sont supportés par une pièce de laiton 
transversale, fixée à la hauteur du couteau, et par l'extrémité inférieure du pen- 
dule. Mais les godets de mercure (qui correspondent à la tige transversale) et les 
nacelles (qui sont dans la verticale du pendule) sont placés sur des pièces de bois 
mobiles autour d'axes horizontaux; en appuyant sur un levier, on les éloigne des 
ponts. Les oscillations du pendule ne sont plus alors amorties que par le frotte- 
ment intérieur des caoutchoucs et par des frottements (air, couteaux) qui restent 
constants d'une expérience à l'autre et dont il est possible d'éliminer l'effet. Pour 
diminuer ces frottements, les solénoïdes qui aspirent l'aimant {c^f-ifig- 5) ont 
une carcasse en carton et un grand diamètre intérieur (6*^°*) : on supprime ainsi les 
courants d'induction et l'amortissement par l'air qui est relativement très grand 
quand un cylindre se déplace dans un cylindre parallèle de diamètre peu diffé- 
rent. 

Le couteau employé était loin de la perfection ; malgré cela le pendule avait un 
amortissement relativement faible, comme nous le verrons plus loin. 

51. Voici maintenant comment on étudie la loi de décroissance des oscillations 
du pendule. 

Il porte à sa base une lentille achromatique dont le plan coïncide avec le plan 
d'oscillation et qui donne l'image d'une fonte lumineuse verticale fixe, soit sur une 
échelle transparente, soit sur la fente horizontale d'une caisse plate contenant une 
plaque photographique. 

Fac, de r., :»• S., VI. 34 
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Observation à rœîL — L'échelle transparente horizontale est faite d'une lame 
(le verre sur laquelle on a collé du papier calque. On a tracé des traits verticaux 
qui se trouvent, de part et d'autre d'un trait origine, à des distances (en dixièmes 
de millimètre) égales à 

r>-5o looo 800 G^o 5\z 410 3-28 262 210 

formant une progression géométrique de raison 0,8. L'échelle est portée par une 
vis micromélrique qui permet de la déplacer horizontalement dans son propre plan 
et de la régler de manière que le trait lumineux oscille symétriquement par rap- 
port au trait origine. 

L'expérience consiste, après avoir libéré le pendule, à compter le nombre des 
oscillations nécessaires pour que l'extrémité des oscillations passe d'un trait noir 
de Téchelle au suivant, c'est-à-dire pour que l'amplitude diminue dans le rapport 
de 10 à 8. Si l'amplitude a satisfait à chaque instant à la relation a = aoe"^', il 
en faut compter le même nombre pour que le trait lumineux s'arrête successi- 
vement sur les différents traits. L'expérience permet donc la comparaison immé- 
diate de celte loi à la loi réelle de décroissance. Elle ne présente aucune difficulté 
particulière et la détermination du numéro d'ordre de l'oscillation correspondant 
à chaque trait se fait sans ambiguïté, à une demi-unité près naturellement. 

Enregistrement photographique. — Le cliché se meut verticalement derrière 
la fente horizontale. Il est supporté, comme le montre schématiquement la figure 4 
du Chapitre IX de mon Mémoire Sur les courbes de déformation des fils, La 
corde DE est enroulée sur une poulie qui est liée à une roue déchappement ; en 
agissant sur ce qu'on peut appeler Vancre d^ échappement^ on fait passer une 
dent et descendre le cliché de 3'"" environ. On emploie des plaques i3x 18 ; le 
grand côté est placé horizontalement. C'est donc une quarantaine d'épreuves qu'on 
peut obtenir sur la même plaque. Un volet permet de découvrir ou de cacher la 
plaque. 

On ouvre le volet quand le pendule passe par la verticale (temps o), et on le 
referme quand il repasse par la verticale une oscillation après (temps 1). On compte 
alors généralement jusqu'à 10 (temps o) et l'on recommence la même opération 
jusqu'à ce que les quarante clichés soient obtenus, ou jusqu'à ce que l'oscillation 
ait une amplitude trop petite. Si l'amortissement est très faible, on ne fait un 
cliché que toutes les 20 oscillations. Je me suis servi principalement de l'obser- 
vation à l'œil d'une précision suffisante et d'une commodité infiniment plus 
grande. 

S2. Pour nous rendre compte des conditions différentes d'emploi du pendule 
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actuel et du pendille du n° 19, reprenons les équations du n° 12: 

SI Ton veut que C et ses variations soient connues avec quelque précision, il 
faut faire T| et Ta aussi différents que possible, c'est-à-dire, pour un pendule de 
moment t>n donné, faire ï| =oo, C = o; le pendule est à peu près à l'état d'équi- 
libre indifférent sous l'action de la pesanteur seule. Mais alors W est minimum et 
l'amortissement très rapide. Il est au contraire avantageux, pour mesurer le décré- 
ment, de donner au couple C une valeur assez grande pour que la durée d'oscil- 
lation soit à peine modifiée par la présence des caoutchoucs. Assurément le décré- 
ment est petit, mais, comme rien n'empêche de le déterminer sur un plus grand 
nombre d'oscillations, en définitive, la précision reste la même et le phénomène 
est théoriquement mieux défini. 

On trouve à celte pratique un autre avantage; la durée d'oscillation restant à 
peu près la même avec ou sans les caoutchoucs, on peut, dans une expérience 
préliminaire, déterminer le décrément dû à l'air et au frottement du couteau. 

Voici le calcul complet. J'appellerai (v Ténergie perdue par le pendule quand 
son amplitude passe d'une valeury'i à une valeury^? pour une durée d'oscillation 
égale à i seconde. Si la durée devient T, l'énergie perdue par le pendule pour la 
même variation d'amplitude est (v : T^ (n° 12). 

Soient maintenant T| et rii la durée d'oscillation sans caoutchouc et le nombre 
d'oscillations qui, dans ces conditions, fait passer l'amplitude dej\ ày^' L'ab- 
sorption d'énergie pour une oscillation est ^v',n^T'^, Soient T2 et n^ les mêmes 
quantités quand le caoutchouc est en place, et soit x l'absorption d'énergie pour 
une oscillation. On a la relation 

(IV \ _ *^' ^ _ ' ^ ' 



N n,Tl n,T\ 



N est le nombre d'oscillations qu'il faudrait pour amortir le pendule de Tampli- 
tudey*! à l'amplitudeya» à supposer que l'amortissement provienne du caoutchouc 
seul et que la durée d'oscillation soit i seconde. 

Le calcul précédent suppose que T| et T^ sont très voisins, et par conséquent 
que, pour les deux périodes, l'amortissement, qui n'est pas dû au caoutchouc, 
reste le même. Effectivement T< et To ne diffèrent que de quelques centièmes. 
On peut faire une petite correction, le plus souvent négligeable, en admettant 
que l'absorption par l'air et le couteau est en raison inverse de la période (n® 22). 
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Au lieu de l'absorption ivlriiT]^ on aurait l'absorption un peu plus grande, 
iv : n^ T^ Ta ; la formule devient 



Elle nous servira à réduire les résultats des expériences. 

53. Amortissement en fonction de Vamplitude, — La quantité d'énergie 
contenue dans le pendule, quand il passe par la verticale, est proportionnelle au 
carré de l'amplitude, car la loi de l'oscillation ne diffère jamais que fort peu de la 
loi sinusoïdale. Si nous admettons que le caoutchouc absorbe une quantité 
d'énergie elle-même proportionnelle au carré de l'amplitude, pour chaque oscil- 
lation, il y aura une perte d'énergie proportionnelle à l'énergie totale, et par con- 
séquent une diminution d*amplitude proportionnelle à l'amplitude. Les oscilla- 
tions diminuent en progression géométrique. 

Par conséquent, si (comme il est indiqué au n^ 51) nous observons avec une 
échelle transparente dont les traits sont placés à des distances d'un trait origine 
formant une progression géométrique, à supposer d'ailleurs que le caoutchouc 
soit l'unique cause du frottement, nous devons trouver que, pour passer d'un trait 
au suivant, il faut le même nombre d'oscillations. 

Comme le caoutchouc n'est pas seul à amortir les oscillations, nous devons 
corriger les résultats de l'influence des autres frottements : c'est ce que nous 
apprend à faire le n° 52. En définitive; en observant avec l'échelle du n** 51, nous 
devons trouver des nombres N constants, si le caoutchouc absorbe l'énergie pro- 
portionnellement au carré de l'amplitude ; en d'autres termes si Faire comprise 
dans le cycle est proportionnelle au carré de l'amplitude. 

Il ne résulterait pas de ce fait l'existence d'un frottement proportionnel à la 
vitchse (n" 22) ; bien d'autres hypothèses conduisent à la même loi, comme je l'ai 
prouvé dans un travail Sur les petites oscillations de torsion (/. P., I, \C)oo.), 

Im méthode du pendule entretenu (n** 23) fournit des résultats conformes à la 
loi précédente; mais, comme on peut craindre qu'elle n'ait pas une grande préci- 
niori, en ce qui concerne la mesure des absorptions d'énergie (n® 50), je vais 
r#rpri:ndrc la question par la méthode actuelle. 

1^; pi»ndulc a une longueur de 1 58^°* entre le plan du couteau et le centre optique 
(li* la li.'ntillc de projection; quand le pendule s'incline de i" sur la verticale, le 
étuiin*^ optique se déplace de a'''",76 environ. La fente et l'échelle transparente 
«o/it k (\f*.n ditilanccs telles de la lentille, que le déplacement de l'image est alors 
d« """,'15. J'étudiais généralement les oscillations entre les amplitudes qui corres- 
Cf/rfid»if;ffi, de part et d'autre du trait origine, à des distances de l'image égales 
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à i2*",5 et à a*"*,i. L'angle que fait le pendule avec la verticale est donc toujours 
inférieur à 1 2,5 : 7,55 = i",66. 

La pince qui serre le caoutchouc est à 17^"* environ au-dessus du plan du couteau. 
Il est facile de voir, d'après les données précédentes, qu'elle se déplace de i*^" 
environ quand l'image de la fente se déplace de 25^*". L'amplitude de l'oscil- 
lation du caoutchouc est donc toujours inférieure à o^'^jS : si l'on veut, le parcours 
total est toujours inférieur à i^". 

La première question à résoudre est de savoir suivant quelle loi l'oscillation du 
pendule s'amortit quand le caoutchouc n'est pas en place. J'ai trouvé que l'image 
met les nombres d'oscillations, pour passer d'un trait de l'échelle au trait suivant: 

95 106 1^7 i55 188 227 256 265 

En tout I 419 oscillations pour un temps total de 48"* 18' : la durée d'une oscil- 
lation est 2*,o42. Ainsi l'énergie absorbée est très loin d'être proportionnelle au 
carré de l'amplitude ; elle croît beaucoup plus vite : en d'autres termes, l'amor- 
tissement est très loin d*étre produit par une force proportionnelle à la vitesse ; 
la force contient certainement la vitesse à la première puissance et au carré. 

Ce résultat est conforme à ce qu'on sait déjà. Les expériences de Bessel ont 
prouvé depuis longtemps que, pour les oscillations des pendules et pour des 
angles initiaux de 5o' environ avec la verticale, l'hjpothèse d'un frottement pro- 
portionnel à la vitesse n'est déjà plus vérifiée. {Voir Mémoires publiés par la 
Société de Physique, t. IV et V et spécialement t. V, p. SgS.) 

Ceci posé, nous pouvons déterminer la loi de décroissance, le caoutchouc 
étant en place, et faire la correction de la perte d'énergie due à l'air et au frotte- 
ment des couteaux. On trouve que, dans les limites d'amplitude ci-dessus indi- 
quées, Vabsorption d^ énergie par les oscillations du caoutchouc est très sen- 
siblement proportionnelle au carré de Vamplitude. Les nombres N, calculés 
comme il est dit au h"2!2, sont sensiblement constants. Pourtant, lorsque le caout- 
«thouc est peu tendu, ces nombres ont une tendance à décroître quand Tamplitude 
décroît; ce qui veut dire que l'absorption d'énergie croît un peu moins vite que 
proportionnellement au carré de l'amplitude, à l'inverse de ce qu'on observe pour 
l^air. La différence est toujours faible, inférieure à 0,1 en valeur relative dans les 
c^as 011 elle est maxima. Comme Tabsorption due au caoutchouc est notablement 
p>lus grande que celle absorbée par l'air et le couteau, on s'explique pourquoi la 
éthode moins précise du pendule entretenu fournit la loi de proportionnalité au 
arré de l'amplitude. 

54. Amortissement pour des longueurs variables de caoutchouc sous une 
nsion invariable. — On suppose qu'un caoutchouc est attaché invariablement 
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à SCS deux exlrémilés : deux pinces supplémentaires pcrmellent d'en limiter une 
portion plus ou moins grande, de manière que le pendule oscille sous Finfluence 
d'une longueur variable, la tension restant invariable. On peut admettre que 
l'absorption d'énergie, pour une même amplitude de la déformation, est pro» 
portionnclle à la longueur, c'est-à-dire à la quantité de maliére déformée. Bien 
entendu il s'agit ici de l'amplitude de la déformation de chaque élément du Hl 
et non de l'amplitude de Toscillatiou du pendule. 

Eri particulier, si l'énergie absorbée dans une oscillation par le frottement inté- 
rieur du caoutchouc est rigoureusement proportionnelle au carré de l'amplitude, 
on doit obtenir (en appliquant la méthode de calcul exposée au 11" o2 qui élimine 
les frottements dus à l'air et aux couteaux), des nombres N indépendants de l'am- 
plitude et proportionnels aux longueurs utilisées. Il faut que la longueur ne soit 
pas trop courte pour que le déplacement de la pince du pendule se fasse à peu 
près rigoureusement dans la direction même du caoutchouc. 

11 est bon de faire remanpier pourquoi l'on trouve, avec les mêmes lois, un ré- 
sultat tout dillerent pour ramorlissement dû à un (il tordu (7. P., I, 1902, p. 27). 
Dans l'expérience de torsion, c'est Télaslicilé du fil qui règle la durée d'oscillation ; 
le carré de cette durée, et par conséquent la quantité d'énergie contenue dans 
l'oscillation, est en raison inverse de la longueur. D'ailleurs la perte d'énergie 
est, pour une amplitude déterminée du disque: d'une part, proportionnelle au 
carré de l'amplitude de la déformation et, par consé(|ueut, en raison inverse du 
carré de la longueur; de l'autre, proporlionuelle à la longueur (c'est-à-dire à la 
quantité de métal déformé). En définitive, elle est en raison inverse de la lon- 
gueur. Donc l'amortissement (c'est-à-dire la diminution relative de l'amplitude) 
est indépendant de la longueur. 

Dans le cas présent, au contraire, la durée d'oscillation, et par conséquent 
l'énergie contenue dans le pendule, est à peu près indépendante de la longueur du 
caoutchouc. La perte d'énergie due au caoutchouc est, d'une part, en raison 
inverse du carré de la longueur, de l'autre, proportionnelle à la longueur; en défi- 
nitive, elle est en raison inverse de la longueur. Le nombre d'oscillations pour 
faire passer l'amplitude d'une valeur à une autre est donc proportionnel à la lon- 
gueur, en supposant légitimes les hypothèses que nous avons faites. 

L'expérience vérifie ces conclusions dans les limites mêmes où Ténergie observée 
est proportionnelle au carré de l'amplitude et surtout où il est possible de consi- 
dérer le caoutchouc comme homogène et de section constante d'un bout à l'autre. 
Voici un exemple. 

(Caoutchouc de iG"" de longueur initiale de chaque côté de la pince (soit 32^"* 
(;n tout). Après plusicirs cvcles entre A= i et A = 4*^"\7'ï> on maintient le 
caoulchotic pendant 48 heures à cet allongement qui correspond à une longueur 
totale de 'i x 7<)''", 1- On fait alors l'expérience pour une tension constante et des 
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sant, au lieu de caoutcliouc pure gomme et soufre, du caoutchouc contenant en 
quantités notables des matières étrangères; 

3*^ La seconde courbe de charge est au-dessous des deux précédentes. En reve- 
nant plusieurs fois à rallongement extrême A = 4>75, on trouve des N réguliè- 
rement croissants. La variation constatée qunnd on passe de Tun d'entre eux 
au suivant, diminue à mesure qu'augmente le numéro d'ordre des cycles. 

4'^ On obtient des résultats analogues dans le parcours plusieurs fois répété 
d'un cycle qui fmit par se fixer; les amortissements sur les courbes de retour sont, 
au moins au voisinage de l'extrémité supérieure du cycle, nettement inférieurs 
aux amortissements sur les courbes d'aller. Le phénomène est compliqué pour 
les très petits A par rallongement permanent du caoutchouc. 

06. Influence dune station sous un allongement donné avec ou sans 
oscillations. — I^orsqu'un fil est amené à un certain allongement et maintenu 
indéfiniment sous cet allongement, le frottement intérieur décroît; les nombres N 
d'oscillations que met le pendule à passer d'une amplitude à une autre amplitude 
données, augmentent. 

Par exemple un fil neuf est amené à l'allongement A == 5,24- Après 5 minutes 
sous cet allongement, on trouve N = 174 î après 4 heures, N= i83. 

inversement, quand, après avoir longtemps maintenu le fil sous un grand 
allongement A|, on Tamène à un allongement plus petit A^ et qu'on l'y aban- 
donne, N diminue; le frottement intérieur croît. Ainsi après l'expérience pré- 
cédente, on ramène le fil à l'allongement 3, 12; aussitôt l'opération effectuée on 
trouve N = 253 ; 18 heures après, N = 241 . 

Supposons que le fil ait été maintenu sous un allongement A|, sans lui imposer 
des oscillations, pendant un temps assez long pour que N ne varie plus sensible- 
ment; si alors on entretient les oscillations pendant un temps notable (une ou 
plusieurs heures), le frottement intérieur diminue légèrement, N augmente un 
peu. L'amplitude des oscillations entretenues doit toujours rester petite, à peine 
supérieure à l'amplitude pour laquelle commence la détermination des nombres N. 

Je ne rapporte ici que les résultats les plus généraux, sans entrer dans un 
détail qui ne présenterait pas d'intérêt vu l'état actuel de la questioq. 



OSCILLATIONS PAU INFLUENCE. 



57. Un caoutchouc vertical est suspendu à un point qui oscille verticalement 
suivant l'équation y = Asintùt. A son extrémité inférieure il supporte une 
masse M dont le mouvement est représenté par x = a s\n(tùt — s). 

Nous admettons qu'w/j ébranlement se transmet d'un bout à l'autre du fil 



SUR LES MODULES d'ÉLASTICITÉ DU CAOUTCHOUC VULCANISÉ. 263 

dans un temps très petit vis-à-vis de la période T du mouvement imposé à 
l'extrémité supérieure. Les frottements seront supposés proportionnels à la 
vitesse des déformations. Soit C la constante de traction pour Vétat actuel de 
tension et d' allongement du fil. L'équation du mouvement de l'extrémité infé- 
rieure ou de la masse M est alors 

- (Tx dx j, dy 

M^+C(x-7)+/^-/.^=o. 

Les X et les j^ sont comptés positivement vers le bas. 
Les conditions que doivent satisfaire a et e sont 

a{C — Mcù*)cos£ -H/acosine =r ^A, 

— a(C — Mco') sin£ -t- /Vzwcose =/,Aci). 
Posons 

on peut écrire ces conditions sous la forme 

!aM(a)'*— Gj*) cos£ -h/aco sine = CA, 
— aM(ci)"— ci)')sin£ -+-/aci)COse=z:/,Atk). 

Avant d'aller plus loin cherchons une définition expérimentale de /. Faisons 

osciller le fil seul, en maintenant immobile l'extrémité supérieure. L'équation du 

mouvement est 

-. d^x ^ ^dx 

L'intégrale est l'oscillation amortie : J7 = :roe~^'sina>"/, avec les conditions 



X=^, T'^:lz^ 



2M a>" v^4(i:M— /* 

siy= o, T" = T'. Donc T'= 2?:: to' est la période d'oscillation du fil chargé de 
la masse M, quandy=o et que Textrémité supérieure est immobile. C'est la 
période àe plus forte résonance. Si l'amortissement est assez petit, on a 

^x\xz::ilT—à; 

c'est la diminution relative d'amplitude pour une oscillation complète ; elle est 
immédiatement donnée par l'expérience. On peut alors poser 

Foc. de T., 2* S., VI. 35 
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Cas particulier. — ArraogeoDs-nous cxpérîmenlalement pour que e = 7r: a; 
on obtient immédiatement 

fL — JL — ^'n. ^— /i^ 

A /gJ Ci) Ô' Ci) ~" Mco'tT 

Or l^amorllssement dd au frotlemeiil contre l^air de la masse M est petit par 
rapport à l'absorption d'énergie due à la déformation du caoutchouc. Donc/*! est 
voisin de/. On a alors très sensiblement 

. a Tz 

On obtient encore la même condition w = to' en cherchant à rendre le rapport 
<2 : A maximum. Additionnons les équations (i) après les avoir élevées au carré; 
il vient 

A^ "" M* (&)'«— 0)2)* 4-/'cD*' 

Remplaçons M^ par sa valeur C^ \ w'* ; tout est constant dans le second membre 
sauf le premier terme du dénominateur. Pour que a: A soit un maximum, il faut 
que ce terme toujours positif soit nul, d'où la condition ci> = w'. On a dès lors 



a __ ru~ 

A ~ V /*w* 






Si /est petit, C^lf^to^ est grand devant /J:/^ qui est inférieur à Tunîté; on 
retombe donc sur les formules données plus haut. 

Variations de la phase, — Résolvons les formules (i) par rapport à sins et 
cose, puis divisons membre à membre les équations obtenues; il vient 

tangE = 



/^ A ^ 
C C 



('-S) 



Par hypothèse, w est voisin de w'; d'ailleurs 

/i</ et /(ù:C=zS:t: très approximativement. 
En définitive, on peut écrire 

tane:£=: - 
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Discutons celle formule : supposons, par exemple, 

ô=:o,r, 5:7:1=0, 082. 

On a bien 

lang£ = oo pour g) = ci)'; 

mais, à cause de la pelitesse du coefficient :?;, on aura déjà 

tang£ = i pour colw'^ 0,984. 

Ainsi pour de très faibles variations de la période T' au voisinage de T'= T, la 
variation de phase est énorme. Il est donc expérimentalement très facile d'obtenir 
la condition w = w' par la considération de la phase; le rapport al A reste 

d'ailleurs invariable au voisinage de e = — > puisqu'on est au maximum de ce 

rapport. 

Ces remarquables propriétés m'ont conduit à réaliser l'expérience, dans l'espoir 
de trouver une méthode pratique pour la détermination de 8. Malheureusement, 
si cette méthode est théoriquement parfaile, elle présente de telles difficultés, non 
de réalisation pour un cas particulier, mais d'emploi général que j'ai dû l'aban- 
donner. Elle n'en est pas moins curieuse et je vais décrire le dispositif expéri- 
mental. 

58. Dispositif expérimental, — La partie essentielle de l'appareil est le pen- 
dule ABCD (Jiff* 17). La lame d'acier horizontale AB oscille sur deux pointes 
s'appujant dans deux crapaudines fixées à une pièce rigide XX. Elle porte, d'une 
part, le pendule AD (dont on voit la lourde lentille en D et qui est entretenu élec- 
triquement par le procédé du n" 19) ; d'autre part, une barre horizontale CC à 
laquelle est attaché le caoutchouc vertical CF. Quand le pendule oscille, le point C 
décrit une oscillation sensiblement verticale 

y = Asinco^. 

L'extrémité inférieure du caoutchouc s'attache en F au pendule horizon- 
tal IJ, EF, GH. L'axe de suspension est formé par les pointes fixées sur la pièce 
d'acier IJ. La barre de bois EF est invariablement liée à la pièce IJ. Enfin une 
barre de bois GH, portant deux masses de plomb m, peut tourner autour d'un axe 
verlical O Rxé sur le milieu de IJ, et peut être arrêtée dans une position azimulale 
quelconque définie par l'angle a. La barre EF porte en plus une lentille achro- 
matique L et des surcharges de plomb M. On s'arrange de manière que le pen- 
dule IJ, EF, GH étant abandonné à lui-même, son centre de gravité passe par les 
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pointes autour desquelles se fail roscillatîoo, quel que soit d'ailleurs Tazimut a. 
Il n'est donc soumis à aucune force pouvant le faire osciller. 

On peut modifier son moment d'inertie en modifîant a. Ce moment est minimum 

Fi g. 17. 




quand a = 90^, maximum quand les masses m viennent s'appuyer contre les 
masses M. Les masses m sont assez légères pour que la différence entre les valeurs 
minima et maxima soit petite. 

Le caoutchouc fixé en F est tendu par un poids Q. Tout se passe comme si le 
caoutchouc avait; sous la tension Q, à faire osciller verticalement une masse M 
égale à la somme de la masse du poids Q et d'une masse qu'on obtiendra en divi- 
sant le moment d'inertie total du penduJe IJEFHG par le carré de la distance 
du point F à l'axe de rotation de ce pendule. Le point F décrit une oscillation 

verticale, 

oPzziasin (ûj^ — ê). 

Les frottements proviennent, d'une part, du déplacement du pendule horizontal ; 
nous les admettons proportionnels à -7- ; de l'autre, du déplacement relatif des 

points F et C; nous les admettons proportionnels à -7- (a: — y). Ils s'introduisent 

doc dv 

dans Téquation sous la forme y -7 fi -j-'i avec la condition /"i <C/. Reste à 

déterminer le rapport a I A et la phase e. 

Le pendule AX) porte un écran en carton percé d'un trou d'aiguille T. Une 
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lampe de ^^^'^^^^ ^^^ placée en S ; utie lentille U en donne Timage sur la lentille L. 
Gellc-ci d^"^*^^^ ^^^ tour une image du trou T en P sur un écran ou sur une plaque 
photographique. Lorsque l'écran T oscille, le trou T reste constamment éclairé, 
grâce à la disposition précédente ; la lumière, concentrée dans la position moyenne 
de la lentille L, donne une image du trou à travers cette lentille, malgré les oscil- 
lations des deux pendules. 

On commence par tracer sur Técran deux traits parallèles aux traces lumineuses 
obtenues, quand Fun ou l'autre pendule est maintenu immobile ; quand les deux 
pendules oscillent simultanément, on voit sur Técran une ellipse dont les axes ne 
coïncident pas avec ces traits. Sans arrêter Tappareil, on modifie lentement le 
moment d'inertie du pendule horizontal, jusqu'à ce que les axes de l'ellipse coïn- 
cident avec les traits. Conformément à ce que nous a montré la théorie, on obtient 
ce réglage avec une extrême précision, les plus petites variations de l'angle a mo- 

difiant beaucoup l'ellipse au voisinage de la position qui donne e = - • 

Celte condition réalisée, on photographie l'ellipse, et l'on a tout ce qu'il faut 
pour mesurer le rapport a : A et par conséquent l'amortissement 0, dans les con- 
ditions imposées de tension et d'' allongement du caoutchouc. 

Pour fixer les idées, supposons que le rapport invariable des déplacements des 
points T et C soit 20; que la lentille L soit tout près du point F et que l'on 
ait LP = LT. Les déplacements verticaux j^ du point C se traduisent par des 
déplacements horizontaux^' du point P, tels que^=2oy; les déplacements 
verticaux x du point F se traduisent par des déplacements verticaux x' du point P, 
tels que x'=^2,x. On a donc x' ly =.o^\ x\y. Faisons par exemple 5 = 0,1 : 
nous avons a:A = 'n:5 = 3i,4: le rapport des axes de l'ellipse enregistrée 
est 3,i4* 

59. Avantages et inconvénients de la méthode précédente, — La méthode 
que je viens d'exposer permet de déterminer l'amortissement dans un cycle, que 
nous sommes libres de répéter, identique à lui-même, autant de fois que nous le 
voulons. Elle permet donc de mesurer l'aire embrassée par la courbe d'aller et de 
retour d'un parcours fixé et très exactement fermé. Théoriquement, elle est donc 
excellente et sa réalisation étant relativement aisée, il semble que nous ayons dû 
l'employer exclusivement aux deux autres qui nous ont servi. 

Toutefois, on remarquera qu'elle donne exactement les mêmes renseignements 
que la méthode du pendule entretenu (n® 19 et suiv.) ; celle-ci fournit en outre la 
valeur du paramètre C. En second lieu, si la méthode du pendule non entretenu 
(n° 50 et suiv.) semble théoriquement moins parfaite, parce que les oscillations 
varient d'amplitude et que, par conséquent, les cycles ne sont pas strictement 
fermés, l'inconvénient est minime pour les petits cycles utilisés. Enfin il ne faut 
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pas se faire illusion sur la commodité de la méthode de détermination de Tamor- 
tissement au moyen des phénomènes de résonance, du moins avec l'appareil décrit 
et que je ne suis pas arrivé à améliorer. 

Assurément, si nous prenons une longueur convenable de caoutchouc, choisie 
pour une charge Q particuiière et pour la longueur moyenne CF déterminée une 
fois pour toutes par construction^ l'expérience pourra se faire, à condition tou^ 
te fois de faire varier la charge Q pour compenser les effets de la réactipité. 

Nous obtiendrons ainsi un certain nombre de valeurs de l'amortissement 8 cor- 
respondant à des charges voisines de la charge Q, 

Mais si nous voulons passer à une autre charge, il faut prendre un autre caout- 
chouc, la longueur CF nous étant imposée par l'appareil qu'on ne peut naturelle- 
ment pas songer à déplacer en bloc. Or il n'est guère intéressant de déterminer 
une valeur numérique particulière de 5; seules importent les lois de variation de 
l'amortissement le long de cycles imposés à un même caoutchouc. Voilà comment 
cette méthode particulièrement attrayante se réduit à une intéressante vérification 
de la théorie de la résonance. Depuis longtemps on avait songé à montrer les 
phénomènes de résonance avec du caoutchouc ; mais on s'était toujours borné à 
prouver que, suivant les périodes, l'amplitude de l'oscillation de la masse sus- 
pendue varie. L'appareil que j'ai décrit permet d'aller plus loin et de vérifier dans 
le détail les conséquences de la théorie. 

Supposons la période d'entraînement T très grande par rapport à la période T'; 
nous devons écrire que w est très petit vis-à-vis de w'. Il vient tange = o, la 
différence de phase est nulle ; on trouve aussi a = A, L'ellipse est alors infiniment 
aplatie suivant une droite aa à peu près confondue avec la droite Py. Il suffit 
d'ailleurs pratiquement que T soit tant soit peu plus grand que T' pour qu'il en 
soit ainsi. 

Quand w croît par rapport à a>', l'ellipse s'ouvre de plus en plus et se redresse ; 
nous savons que ses axes coïncident avec Vx' et Py au voisinage de w = to' : 
tang£ = oo. Quand w devient plus grand que w', l'ellipse passe dans les deux 
autres quadrants et va s'aplatissant et s'inclinant; tange devient négatif. Nous 
savons que la variation de forme de l'ellipse est très rapide au voisinage de a) = <o'. 
Enfin quand w est très grand vis-à-vis de w' (c'est-à-dire que la période d'entraî- 
nement est très courte vis-à-vis de la période du pendule horizontal oscillant sous 
l'influence du caoutchouc), le rapport a: A tend vers o. On a voulu baser sur ce 
cas particulier la théorie de l'amortissement des trépidations du sol par des sus- 
pensions en caoutchouc : j'ai discuté complètement le problème dans un article 
qu'on trouvera dans le Journal de Physique pour 1904. 
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NOTE SUR L'EMPLOI D'UNE CORDE DE CAOUTCHOUC* 

DANS L'EXPÉRIENCE DE MELDE. 

Lorsqu'une corde n'a pas de raideur appréciable, on sait que la vilesse de pro- 
pagation d'un ébranlement transversal est donnée en mètres par la formule 

où 

P est la tension en unités quelconques, p est le poids (exprimé avec les mêmes 
unités) du mètre de corde dans les conditions de ^expérience. 

On peut séparer la corde en fuseaux en excitant les vibrations transversales à 
l'aide d'un diapason : c'est l'expérience classique de Melde. Avec le dispositif le 
plus employé, le nombre N de vibrations de la corde est moitié de celui du 
diapason. Calculons la longueur du fuseau (demi-longueur d'onde) pour une 
corde de caoutchouc dont on fait varier la tension. On a 
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Nous supposons que sous tension nulle (A= 1) le poids du mètre de corde est 
108. Si la densité ne varie pas quand le caoutchouc est tendu, on a généra- 
lement />= 10 I A. Nous prendrons pour P les nombres qui correspondent à la 
courbe de première charge et de première décharge représentée au n** 3, figure 3 
du Mémoire Sur les courbes de traction du caoutchouc vulcanisé. La courbe 
lÂBGDEF (Jig» 18) représente en centimètres les longueurs /en fonction de A 
pour la charge et la décharge, le diapason effectuant 100 vibrations à la seconde, 
ce qui donne 2N = 100. 

Voici comment il faut se servir de ce graphique. 

Supposons que le fil employé ait la longueur lo*^™ sous tension nulle. Pour les 
différents A, sa longueur est représentée par la droite Oa, qui passe à l'origine et 
au point du plan dont les coordonnées sont A = i , /= 10^™. Cette droite coupe la 
courbe aux points a et a'. D'où la conclusion suivante : pour que le fil qui, au 
début de l'expérience, a 10*^" sous charge nulle se divise en un seul fuseau, il faut 
que pendant la charge on atteigne l'allongement correspondant à a, A = 1,26, et 
que pendant la décharge on revienne à l'allongement correspondant à a', A = i ,^4' 
Ceci posé, il résulte du graphique que la corde de caoutchouc qui a servi à le con- 
struire ne pourra (dans les conditions de l'expérience, N = 5o) se diviser en un 
seul fuseau, si sa longueur initiale Lq est telle que la droite qui lui correspond ne 
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coupe ni l.'une ni l'autre des courbes lABC, CDEF. Par exemple, si Lo = 20™, 
quelle que soit la tension, on n'obtiendra jamais la division en un seul fuseau. 

Pour savoir si la cordé Lo peut se diviser en n fuseaux, il suffit de chercher si 
la corde L„ l n peut se diviser en un seul fuseau. Ainsi la corde qui a 20"° de lon- 




gueur initiale peut se diviser en deux fuseaux pour des allongements convenables, 
la corde qui a 3o"° de longueur initiale peut se diviser en trois fuseaux pour les 
mêmes allongements qui correspondent, sur les courbes de charge et de décharge, 
aux points d'intersection a et a' de la droite Oa appartenante la corde Lg =: 10"*. 

Bien entçndu, Thypothèse que la corde n'a pas de raideur propre est tout à fait 
inexacte quand la tension est faible. Pour P^=o ou A^ 1, la longueur l n'est 
donc pas nulle. Mais dès que l'allongement A est de l'ordre de i,5, la raideur 
devient négligeable comme première approximation, tant à cause de la diminution 
du diamètre qu'à cause de l'augmentation de la tension. Ce que nous avons dit 
n'est pas qualitativement modilîé par l'existence de la raideur; seulement les por- 
tions I SI et Fa' des courbes correspondant à la charge et à la décharge doivent 
être relevées, 

L'hystérésis du caoutchouc se montre dans le phénomène que nous étudions, 
en ce que, pendant la charge et pendant la décharge, le sectionnement en un 
nombre déterminé de fuseaux se fait pour des A diFTérents : A est plus grand pen- 
dant la décharge. 

Voici un phénomène intéressant, observable très aisément avec le caoutchouc 
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que nous avons étudié. La tangente clMnflexion à la courbe aABC passe près du 
point O. Prenons une longueur initiale Lq (i4^™) ^clle que la droite Ob corres- 
pondante coïncide au mieux avec la tangente d'inflexion. Elle se confond donc 
avec la courbe aABC sur une longueur considérable A6. Le sectionnement en un 
seul fuseau a lieu pour toute une série d'allongements variables de A à B. Pour la 
courbe de décharge au contraire et la même longueur initiale, le sectionnement 
en un fuseau ne se produit que pour un allongement unique. Le phénomène est 
observable, mais avec moins d'intensité, sur presque tous les caoutchoucs : il Test 
aussi, mais moins marqué, pour la courbe de décharge en prenant une longueur Lq 
convenable. 

L'expérience suivante prouve la diminution de tension quand, sur une courbe 
de charge, on maintient A constant. Allongeons doucement une corde jusqu'à ce 
qu'elle se sectionne en n fuseaux. Arrêtons alors brusquement l'allongement : peu 
à peu les fuseaux disparaissent. Pour qu'ils se reforment, il faut allonger la corde 
un peu davantage : donc à longueur constante, la tension avait diminué. 

On montre de même l'augmentation de tension à longueur constante et à tem- 
pérature croissante, etc., etc. S'il n'y a rien à tirer de l'étude de ces phénomènes 
q^e ne puisse fournir la considération des courbes de traction (d'autant que la 
raideur complique les conclusions quantitatives), ils méritaient d'être signalés 
comme méthode indirecte de mesure d'une tension. 



NOTE SUR LE COEFFICIENT DE POISSON DANS LE CAOUTCHOUC. 
A propos d'une réclamation de priorité de M. Cantone {JVuovo Cim,^ août igoS). 

M. Cantone se plaint que, dans mon article Sur le coefficient de Poisson dans 
le caoutchouc vulcanisé (J, de Pli.^ >9o3), j'attribue à Rontgen les formules 

0-=— -^ -T-> l0gAi= — O-lOgA, l0g<^i=: (1 — 20-) logA 

qu'il dit lui appartenir. 

A = D:Do <ï^ = V:Vo; 

D,Do, V, Vo sont les diamètres et volumes actuels et initiaux. On n'a qu'à ouvrir 
le Mémoire de Rontgen pour y trouver la première sous forme de difTérehces 
infinies; les autres s'en déduisent par intégration, en supposant o- constant, résultat 
que fournissent les expériences mêmes de cet auteur. Le mérite de Rontgen est 
d'avoir montré que seule cette définition donne un or à peu près constant et d.'une 
Foc, de r., a* S., VI. 36 
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d(5finltion acceptable. Les expériences de M. Canlone n'apprennent rien de neuf 
sur le sujet. Elles sont d'ailleurs d'une teclini(|ue douteuse et beaucoup trop 
restreintes comme variation de A. On savait avant elles que o- est légèrement infé- 
rieur à o,5o et il est trop facile de dire que les expériences de ses devanciers sont 
mal faites, pour donner de l'intérêt à ce qu'on trouve, quand on retrouve exac- 
tement les mêmes résultais queux. Tout ceci n'a qu'une importance historique 
et par conséquent minime. 

M. Cantone formule encore deux critiques. Il me blâme de poser 

dL_d^ 
L ~ 5E' 



parce qu'il affirme que seule l'expression 



rfL '^ 



© 



L "" E 

est exacte. Il n'a qu'à lire le Mémoire qui précède pour revenir à une vue plus 
juste sur la valeur comparée de ces formules. A priori, elles ne valent pas plus 
l'une que l'autre, et nous savons que l'expérience les condamne toutes deux, en 
ce sens que ni Tune ni l'autre ne peut représenter les phénomènes, si l'on veut 
que E soit constant. 

Toutefois, M. Cantone ne m'a pas bien lu. Je dis (p. 476, n** 9): « Ne consi- 
dérons donc que des déformations infiniment petites » : ce qui signifie que je 
prends le caoutchouc non déformé et que je lui applique de petits efTorts; P est 
presque nul. 



Or développons la formule 






= "(7) 



de M. Cantone. Il vient 



dL _dr P 17 _ ^l' 1- 1' ds . 

^ L -T" s^"^'' ^^dll'^J^dL^' 

qui se confond avec la formule incriminée pour P = o. L'objection tombe 
d'elle-même. 

Enfin, M. Cantone trouve que la formule 

p __ BW dP 

^"■"6"3L 

est erronée : c'est justement ce que je dis. 11 est vrai qu'elle ne l'est pas pour les 
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raisons qu'il donne, mais loiit simplement parce que ce qu'on est convenu d'ap- 
peler la théorie classique de l'^ Elasticité ne s'applique pas au caoutchouc. 
M. Canlone se berce d'un vain espoir s*il pense que la théorie de l'élasticité où 
l'on prendra, non plus les efforts rapportés aux surfaces initiales, mais les efforts 
rapportés aux surfaces actuelles, représente mieux les phénomènes. Quand on 
creuse ces nouvelles hypothèses, qui, je le veux bien, lui appartiennent en propre 
(elles n'ont rien de commun avec la formule de Rontgen pour la définition du 
coefficients), on s'aperçoit qu'ellesn'expliquent rien des phénomènes si nombreux 
et si complexes que nous venons d'étudier. 



NOTE SUR LA THÉORIE DE LTXPÉRIENCE DE KUNDT 
ET DE L'UN DES DISPOSITIFS DE L'EXPÉRIENCE DE MELDE. 

Il existe la plus grande analogie entre la théorie, développée au n'' 35, des vibra- 
tions longitudinales d'une corde de caoutchouc sous l'influence d'un diapason, et 
la théorie de l'expérience de Kundt. Une verge métallique, saisie en son milieu 
dans un étau et vibrant longiludinalement, entretient les vibrations d'une colonne 
d'air limitée par un tube c^^lindrique de verre. Dans les deux cas, un appareil 
indépendant (diapason ou verge vibrante) impose un mouvement oscillatoire 
d'amplitude donnée à l'une des extrémités d'un cylindre vibrant longiludinalement 
(caoutchouc ou colonne d'air). 

On donne à la colonne d'air une longueur convenable à l'aide d'un piston 
entrant à frottement doux dans le tube de verre. On est averti du fractionnement 
régulier de la colonne par la disposition que prend une poussière légère; elle se 
rassemble vers les nœuds et y forme de petits tas isolés. Quand les tas sont le plus 
nets possible, il en existe un tout contre le piston (preuve qu'ils dessinent les 
nœuds) et, fait paradoxal expliqué par la théorie du n^ 33, // en existe un 
autre au niveau de l'extrémité de la verge, là où la théorie incomplète que Ton 
trouve dans les Traités classiques ferait admettre un ventre. La colonne d'air 
comprise entre cette extrémité et le piston se divise donc en un nombre entier 
de demi-longueurs d'ondes (dans l'air ou tout autre gaz remplissant le tube) du 
son émis par la verge. 

On peut expliquer de même la réussite de l'expérience de Melde quand le plan 
du diapason, au lieu de contenir le fil, lui est normal (le fil étant dans les deux 
dispositifs sensiblement normal à la tige du diapason à laquelle il est attaché). Là 
encore le point d'attache se trouve en un nœud ou, si l'on veut, très près d'un 
nœud. 
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(.oinine je Tai dit au n° 35, cette théorie n'est pas neuve, puisqu'elle est due 
à Poisson et a été reprise depuis par Duhamel et Bourget. Si j'insiste sur ces expé- 
riences, c'est qu'on a donné une importance telle à la solution infinie qui résulte 
(le r<M|ualion ([), que l'on conclut ordinairement que tout mouvement cesse quand 
un nœud doit se i'ormcr au point d'attache, ou plus généralement au point où 
l'aniplilude de hi vibration est imposée. On consultera, par exemple, un intéres- 
•;ani article de Gripon (7. /\, t. III, i8-/{, p. 84). Les expériences que je rappelle 
montrent (|uc celte conclusion est trop absolue. Tout ce qu'on peut dire, c'est 
({u'il faut alors fournir assez d'énergie à l'appareil qui entretient le mouvement 
vibratoire (diapason, verge, etc.) pour suffire aux déperditions qui résultent de 
Taniplltude relativement considérable que prennent alors les oscillations du corps 
entraîné. Ce qui revient à dire qu'il faut se conformer aux hypothèses et imposer 
olVcctivcment famplitude. D'ailleurs, la solution infinie ne peut être prise au pied 
(le la lettre, les équations qui la donnent s'appliquant toujours comme première 
et seulement assez grossière approximation. 

On trouvera, dans un Article paru dans le Journal de Physique pour 190^ : Sur 
1rs suspensions en caoutc/iouc, une application des remarques précédentes. 
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THÉORIE DES SUBSTITUTIONS ENTRE n LETTRES, 



Pau m. Edmond MAILLET. 



INTRODUCTION. 

M.Jordan a montré, dans son Traité, des St/hsfituf ions (\Â\'rc 111, Cliap. III), 
que Ton pouvait former pour un grand nonilire d'é([uations, (jui inlorvionneni 
dans la dclcrmination de points, courbes ou surfaces remarquables en Cn':oniélrie. 
un groupe V de substitutions contenant le groupe G de ces équalions. 

L D'autre part nous avons fait voir {Assoc. fntnr, pour l'ftK^anccnwnt des 
Sc/e/i/'^5, Mémoires du Congrès de Saint-Etienne, lî^ç^j, p. i()(>) (pie, si une é(pia- 
tion à coefficients réels possède 2/1 racines imaginaires exactement, son groupe 
contient une substitution d'ordre 2 à I; cvclrs permutant (\v.\\\ à deux les racines 
imaginaires conjuguées; nous avons indiqué (*) plusieurs applications tie ce lln-n- 
rùme. 

Le présent Mémoire a pour oi>jet : 1" \\c:r> perfeclionnements ou des (!omplé- 
menls à apporter aux théories de M. Jordun sur les étpialions de la Géométrie: 
2" l'application de notre théorème ci-dessus. princi|)alement à ces équations. 

En particulier, nous obtenons les résultais suiNanls : 

IL Soient les congruences 

./•p-h .rr, -h. . .-T- ilj'' '^ o (inod/) 



(*) Association franctiise, foc. cit.; Comptes rendus, «locombrc i8«j8, cl Journai tic 
Mathéniati(/ues, i«^î»9, p. '.>-o5-.ii'). 

Fac, de T.. a- S.. M. [](] bis 
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(p = I, 2, . . ., çr, /', /•< donnés, r^ > îi), et r^ lellres caractérisées par les q in- 
dices ^4, X2, . . ., :c^ (modr). Soit C un système quelconque de /'i de ces lettres, 
distinctes ou non, dont les indices forment une solution de ces congruences : 

Quand r est une puissance exacte d^un nombre premier, l'ensemble des 
substitutions entre les r'J lettres qui permutent entre elles toutes ces combi^ 
naisons est le groupe T dérivé du groupe G" des substitutions linéaires homo- 
gènes 

I J7,, . . .,.r^; a\xi 4-. . .4- alxq, . . ., a,Jur,4-. . .-h a'^x^ \ (mod r) 
et du groupe G' des substitutions 

\x^, . . ., jf-^; j^i-ha,, . . .,x^-T-a,, I (modr), 

où ai, ..., oig prennent (modr) toutes les valeurs possibles multiples de -t 
étant le plus grand commun diviseur de r et r^ . 

Ce théorème comprend, comme cas particuliers, plusieurs théorèmes de 
M. Jordan (*). 11 est encore exact quand r| = 3, 7=2, /' = 6. 

III. Notre propriété I pose la question de la détermination de la classe des 
substitutions d'ordre 2, ou même de la classe d'un groupe quelconque, en vue 
des applications à la théorie des équations el à la Géométrie. Aux résultats déjà 
connus nous en ajoutons quelques-uns relatifs à la classe des substitutions des 
groupes linéaires, abéliens, etc. Ainsi, le groupe linéaire général de degré p^'^ 
à n indices {moA p^) {p premier quelconque) est de classe pV-" — p^~^. 

Nous indiquons une méthode générale pour la détermination de la classe des 
substitutions d'un groupe et de la classe de ce groupe; nous en faisons applica- 
tion au groupe de l'équation aux 27 droites des surfaces du troisième degré, dont 
les substitutions d'ordre 2 déplacent 24, 20 ou 12 lettres; au groupe de l'équation 
aux 28 tangentes doubles des quartiques générales; au groupe de l'équation aux 
27 points, autres que les points d'inflexion, où une cubique générale a, avec une 
conique, un contact du cinquième ordre : les substitutions de ce groupe déplacent 
27, 26, 24 ou 18 lettres. 

IV. Ce qui précède, joint à I, nous donne un certain nombre d'applications 
géométriques immédiates aux points d'inflexion des cubiques, aux cubiques 
ayant un contact du troisième ordre en 3 points avec une quartique générale, aux 



(J) Traité des Substitutions, Livre III, Cliap. III. 
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63 coniques (*) tangentes en 4 points (dont un réel choisi arbitrairement) à une 
quartique générale réelle, aux 16 plans stationnaires d'une courbe gauche du 
quatrième ordre, aux plans tangents et aux points singuliers de la surface de 
Kummer, aux 27 droites des surfaces du troisième degré, aux 28 tangentes 
doubles d'une quartique, etc. 

Nous disons quelques mots des applications de la théorie des groupes de substi- 
tutions aux constructions par la règle ou la règle et le compas. 

V. Nous sommes conduit incidemment à revenir sur les substitutions opérées 
par les substitutions d'un groupe G de degré d entre les combinaisons v à v de 
ses lettres : 

I** Si d = Vh — 1 (h entier I>o), et si G est transitif entre les combinai- 
sons V à V de ses rf lettres ( v^ - )> il est transitif entre les combinaisons v' à v' 

de ses d lettres quand v'<^ v; il en est de même pour d quelconque quand v'= i , 
ou v^3. 

2® Soient G, de degré rf quelconque, transitif entre les combinaisons v à v de ses 

é/ lettres (2^v^-j»/?le plus grand nombre premier inférieur k d — 2 et >> - : 

on a forcément v^rf — /?. Quand rf^4o, v < ^; quand rf<4o, v^8; quand 

ii<rf<9.io«, v<4(logrf)2(2). 

3** Si G, de degré d quelconque, est transitif entre les combinaisons v à v de 

ses lettres f 2^v^ - ), il est primitif. 

Il existe des groupes transitifs entre les combinaisons va v (v== 2 ou 3) de 
leurs lettres et qui ne sont pas v fois transitifs. 

VI. En terminant, nous indiquons un certain nombre de sujets à traiter, 
comme suite de notre Mémoire {^). 



(*) Parmi ces coniques, s'il y en a une d'imaginaire, il y en a 32, 48 ou 56. 

(*) Cette formule a été obtenue à l'aide des Tables de nombres premiers. Le logarithme 
est un logarithme ordinaire. 

(•) Sa lecture exige des connaissances assez étendues : Traité des Substitutions de 
M. Jordan (400 premières pages), Fonctions algébriques de MM. Appell et Goursat ou 
Fonctions abéliennes de Briot, un Mémoire de Clebsch (/. de Crelle, t. 63, p. 189) ou 
les Leçons sur la Géométrie de Clebsch et Lindemann, traduction Benoist (passim), 
Algèbre supérieure de Serrel (passim); enfin un coup d'oeil au moins sur les Mémoires 
de M. Jordan ou de nous, que nous citons. 

Un résumé de ce Mémoire a été communiqué à l'Académie des Sciences de Paris {Comptes 
rendus, 11 avril 1904; p. 891 et 1012). 
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I. 

Nous avons obtenu antérieurement le théorème suivant (*) : 

Théorème I. — Si une équation irréductible de degré n à coefficients réels 
a exactement 2v racines imaginaires x^^ . . . , x^^ (^2*_m ^2* conjuguées)^ son 
groupe contient la substitution [xi ^Ta). . .(^2v-< ^2v)» 

En effet, soit/(j7) = o une équation algébrique à coerdcients rationnels réels, 
ces coefficients pouvant dépendre rationnellement d'un certain nombre de para- 
mètres A'i, A"2, ... arbitraires. D'après un théorème connu (2), il existe entre 
les racines de Téquation un groupe G de substitutions tel que toute fonction F 
rationnelle des racines et des paramètres dont les substitutions de ce groupe 
n'altèrent pas la valeur numérique (') soit rationnellement exprimable en fonc- 
tion des paramètres; et, réciproquement, que toute fonction rationnelle des ra- 
cines et des paramètres, rationnellement exprimable en fonction des paramètres, 
ait sa valeur numérique inaltérée par les substitutions de G. Or on sait qu'on 
peut toujours former une fonction rationnelle des racines de l'équation proposée, 
dont la valeur numérique soit invariable par les substitutions d'un groupe quel- 
conque r entre les racines, et variable par toute substitution n'appartenant pas 
à r. On dit que cette fonction appartient au groupe F. Une fonction apparte- 
nant à G est rationnellement exprimable. 

Ceci posé, n'attribuons à Â'i , A"2, ... que des valeurs réelles; soit o(^x^]x2', ..., Xn) 
une fonction rationnelle des racines et des paramètres rationnellement expri- 
mable et appartenant à G : la valeur numérique de (f est réelle et reste invariable 

quand on change 1 = y/ — 1 en — i dans celle des racines x^^ X2 . . ., x^, qui sont 
imaginaires. Soient x^^ x^^ .. -, ^2v-m -^^27 (v < o) les 2v racines imaginaires de 
f{x) = que l'on suppose ne pas avoir toutes ses racines réelles, x^h-i et x^k 
étant conjuguées. Le changement de i en — i dans o(^i, ^2? • • • > ^n) revient à y 
opérer la substitution 



(*) Association française pour l'avancement des Sciences, Mémoires du Congrès de 
Saint-Éiiennc, 1897, p. 195. Pour la clarté, nous reproduisons ici la démonstration, sous 
une forme toutefois un peu plus générale. Dans cette première démonstration, il faut sup- 
primer l'avant-dernièrc ligne de la page 195 : « et le groupe de etc.». 

(') JoiiDAN, Traité des Substitutions, p. 267 et ^77. 

(3) La valeur numérique de F est la fonction de A'i, Aj, ... à coefficients numériques, que 
Ton obtient quand on substitue aux racines leurs expressions en fonction de /:i, Ar^, .... 
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en sorte que S laisse la valeur numérique de ç invariable, et appartient à G. 

C. Q. F. D. 

Nous avons fait connaître (*) une série d^applications de ce théorème à la 
théorie des équations algébriques. Nous nous proposons, dans ce qui suit, d'en 
indiquer de nouvelles, en nous occupant principalement d'équations que l'on ren- 
contre en Géométrie (^). 



II. 



Rappelons d'abord quel est le principe des applications faites par M. Jordan 
de la théorie des substitutions à un certain nombre d*équations de la Géométrie. 

Supposons que des points, lignes, surfaces, etc. en nombre fini d soient déter- 
minés par une équation X == o de degré d et de racines inégales, à laquelle satis- 
feront, par exemple, les coordonnées x des points, ou un des paramètres des 
lignes ou surfaces, les autres coordonnées ou paramètres s'exprimant rationnelle- 
ment en fonction des racines. L'équation X = o pourra d'ailleurs contenir un cer- 
tain nombre d'arbitraires k\^ k^f ... que nous adjoindrons au domaine de ratio- 
nalité en les supposant réelles. 

Admettons que les solutions (points, lignes on surfaces) soient liées entre elles 
par certaines relations géométriques, c'est-à-dire, par exemple, que la connais- 
sance de k d'entre elles entraîne, grâce à une propriété géométrique connue, la 
connaissance d'une (A* + ly^»» au moins. Exemple : si l'on se donne deux points 
d'inflexion d'une cubique plane, on sait que la droite qui les joint coupe la cu- 
bique en un troisième point, qui est d'inflexion. Cette propriété se traduit entre 
les coordonnées x ou les diverses valeurs d'un paramètre par une ou plusieurs 
relations R = o, que nous supposons toujours rationnelles, par suite, si Ton veut, 
entières. Les fonctions R des racines de X = o et des arbitraires réelles A"i, A*2, ... 
ont une valeur numérique rationnelle, puisque cette valeur est o. Le groupe G de 
l'équation X = o doit donc laisser numériquement invariable la valeur de R : 
autrement dit, le groupe de X = o est contenu dans le faisceau ou ensemble F 
commun aux fonctions R, c'est-à-dire l'ensemble des substitutions laissant inva- 
riables simultanément les valeurs numériques de ces fonctions. 

La considération de toutes les relations R = o connues dans le problème pourra 
nous donner ainsi un faisceau F > G et contenant G. Si tous les coefficients de 



(*) Association française y loc. cit, 

(*) Jordan, Traité des Substitutions j Cliap. III, p. 3oi. Il y a quelques années M. Jordan, 
à qui nous avions communiqué le théorème I, nous avait engagé à en chercher des applica- 
tions géométriques. 

Fac» de T., a» S., VI. 87 
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X = o, ainsi que A^ ^a, ... sont réels, il suffira que F (*) ne contienne pas le 
groupe alterne de degré d pour que notre ihéorùme 1 puisse donner une propriété 
géométrique intéressante ou remarquable des points, lignes ou surfaces au point 
de vue de la réalité : si ces points ne sont pas (ous réels, il y en aura au moins 
n imaginaires, n étant la classe de F (c'est-à-dire le nombre minimum de lettres 
(pie déplace une substitution de F). 

Supposons que Féquation X = o (rencontrée en Géométrie ou ailleurs) ait 



(^) Ou mémo le faisceau Ti d'une des équations R = o, qui contient T, par suite G. 

Ce faisceau Ti n'est pas forcément un groupe : ainsi, soient trois points d'inflexion en ligne 
droite Xi, a:j, x^ d'une cubique générale R «= ^{xi^Xf^Xi) = o, la relation exprimant que 
CCS points sont en ligne droite; R est invariable par les substitutions du groupe linéaire 
( mod 3) à deux indices, et par les substitutions du groupe symétrique entre x^^ ..., x%. Le 
groupe dérive est le groupe symétrique de 9 éléments entre xi, ..., x^, qui ne laisse pas 
invariable la valeur numérique de R = o, car la substitution (x^x^) donne R 34 o. 

Ceci pose ainsi ce problème général très intéressant : 

Quelles conditions doivent remplir plusieurs fonctions R = o pour que le faisceau 
commun T forme un f^roupe (comp. NETTO-BATTACiLiNi, Teoria délie Sostituzioni, i885, 
p. a'2o, ou >ETTO, Substitutionentheorie, Tripelnsysteme). 

Nous nous contenterons de quelques indications à ce sujet. 

Soient k relations R = o, R'= o, . . ., formant un système K, entre le» racines d'une équa- 
tion X = o, à racines distinctes, de groupe G, F le faisceau des substitutions entre ces ra- 
cines laissant numériquement invariable chaque fonction de E : F contient G. 

Soit S une substitution de F : en Fojiérant sur E, on obtient un nouveau système de 
relations qu'on peut représenter par ES; le faisceau <l> correspondant à ES n'est autre que 
le faisceau S-*F formé du produit de S-* par les substitutions de F; car S-'F appartient 
à 4>, et, si £ est une substitution de <l>, Si laisse chaque fonction de E numériquement inva- 
riable et appartient à F, par suite S à S-*F; S-*F contient G. 

Soient i, S, S', ... les substitutions de F : l'ensemble des systèmes E, ES, ES', ... forme 
un nouveau système Et, dont chaque fonction est numériquement invariable par les substi- 
tutions d'un faisceau Fi ; ce faisceau est évidemment formé des substitutions communes à 
F, S-»F, S'-» F, ...; F, contient G. 

On opérera sur Ei et Fi comme on Ta fait sur E et F, et ainsi de suite. Le nombre des 
fonctions algébriquement distinctes de E, Ei, ..., Ey ne pouvant augmenter indéfiniment 
avec y, on fînira par obtenir un système Ey et un faisceau Fy de substitutions i, Sy, Sy, . .. 
tel que EySy = Ey, EySy = Ey, .... Sy * Fy = Fy, S'y * Fy = Fy, . . .; Fy cst alors évidemment 
un groupe dont les substitutions permutent entre elles les valeurs algébriques des fonctions 
de Ey; Fy contient G. Ey sera alors ce qu'on peut appeler un système complet, c'est-à-dire 
un système de fonctions tel que tes substitutions du faisceau laissant numériquement 
invariable chaque fonction du système permutent exclusivement entre elles les valeurs 
algébriques de ces fonctions. 

Un système complet qui ne contient aucun système complet plus petit sera dit irréduc- 
tible. 

Tout système de relations conduit, par le procédé ci-dessus, à un système complet dérivé 
et à un groupe corrélatif. 
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exactement 2v racines imagiDaires, jTi, x-i^ ..., o^av {^ik-i el x^k étant conju- 
guées)-, G contient (théorème I) 

Pour savoir combien X = o peut avoir de racines imaginaires, il suffira de 
connaître la classe [c'est-à-dire le nombre de lettres déplacées ( * )] des substitutions 
d'ordre si de G. 

Soient 2A|, 2^2» ' ' "> ^Xa ces diverses classes; il n'en résultera pas forcément 
que X = o peut avoir, suivant la valeur des coefficients, supposés réels, 2 A/ racines 
imaginaires (*= i, 2, ..., a); mais il en résultera forcément que, si X = o a 
ay racines imaginaires, y est un des nombres o, X|, ..., /.«• Autrement dit, 
parmi les points, courbes, etc., en question, il y en aura rf, cl — 2X1, .,., ou 
d — 2 Xa réels, quelques-uns de ces a + i cas pouvant d'ailleurs ne pas se présenter. 

A défaut de la connaissance du groupe G, ou pourra résoudre le même pro- 
blème pour un faisceau ou un groupe F contenant G. 

Enfin, la détermination de la classe de G on F donnera une limite inférieure 
des X/. 

Les applicationi algébriques et géométriques du théorème I nous conduisent 
ainsi à ces deux vastes problèmes dont le second a déjà fait l'objet de travaux de 
M. Jordan et des nôtres : 

1** Déterminer les classes des substitutions d* ordre 2 d^un groupe G; 
2" A défaut, pour avoir une limite inférieure de ces classes, trouver la 
classe de G ou une limite inférieure de cette classe. 



III. 

REMAIK^UES GÉNÉRALES SUR LES GROUPES G. 

On peut établir, dans des cas étendus, que le groupe G ou le faisceau F n'est 
ni symétrique ni alterné. 

En effet : 

1® Supposons que l'une des relations R = o exprime que trois points x^, x^, x^^ 
sont en ligne droite, sans que les <i points y soient : on aura une certaine relation 
/(j7i, X21 ^3) == o. Une substitution S du groupe G ou de F, opérée sur cette 
équation, donne la nouvelle relation f{x\, x,,^ x\):=.o exprimant que les trois 
points x\^ x\^ x\ sont en ligne droite. Le groupe G ou F ne pourra contenir 
toutes les substitutions circulaires d'ordre 2 ou 3, car il contiendrait i^x^Xi) ou 



(*) Netto, /. fur Math,, i. LXXXIII. 
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{x^XiXj) («7^ I, 2, 3) permeltant de faire succéder à x^ une autre quelconque 
des racines, et tous les points X|, . . . , :r^ seraient sur une même ligne droite. 
Même, le sous-groupe de G ou le sous-faisceau de F, qui laisse Xi et x^ immo- 
biles, ne peut être transitif sans que les d points soient en ligne droite. 

Si trois des points déterminés par X = o sont en ligne droite j ces d points 
n étant pas tous en ligne droite, le groupe rfe X == o n^est pas plus de 
deux fois transitif. 

Ou encore : 

Si Von peut trouver sur une courbe algébrique C = o d points dont les 
abscisses sont distinctes et sont les racines d'une équation algébrique X= o 
de degré d à coefficients rationnels par rapport aux coefficients de C supposés 
réels et si trois de ces points sont en ligne droite, sans que les d points y soient ^ 
le groupe de X = o n'est pas plus de deux fois transitif 

Si le groupe de X :^ o est deux fois transitif, la droile menée par deux quel- 
conques des points en question passe par un troisième. 

2° Supposons que X des points déterminés par X = o doivent être sur une 
même courbe de degré [jl, avec (*) [jl, := ^— i— — <C'^] ^o ^2? •••> ^^ par 
exemple, sont liés par une relation f{x^^ Xo, . . . , x\) = o; G n'est pas plus de 
UL, fois transitif à moins que les e/ points soient sur cette courbe. 

Si X des d points sont sur une même courbe de degré y^iX^ ^-^ ■ = ai ), 

sans que (-) les d points y soient, le groupe de \ = o n'est pas plus de [jl, fois 
transitif; même le sous-groupe des substitutions de\ = o qui laissent ijL| de ces 
points immobiles ne peut être transitif entre les autres (•'). 

Ainsi, quand [iL= 2, |jli = 5 : si six des points sont sur une conique, sans que 
les d y soient tous, le groupe de X = o n'est pas plus de cinq fois transitif. 



(*) Une courbe algébrique de degré (jl est déterminée par '-^-î- ^conditions. Il n*y 

• •11- 1 • fJ^CïJ'' -^ 3) K 

aura ici de relation entre les Xi, . , ., xa que si - — — < À. 

(^) Cette restriction est essentielle, car le problème de l'intersection de deux courbes de 
degrés m et n conduit, en général, à une équation de degré mn. Pour /i = i, cette équation 
peut donner une équation X = o de degré m donl le groupe est symétrique; exemple : 
intersection d'une courbe générale de degré m avec x = 0, L'équation est 

Ao7'"4- A,7"»-» 4-. . .4- A;„ = o, 

équation générale de degré m. 
(-) C'est-à-dire entre les abscisses des autres. 
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Voici des applications à des cas connus : 

La droite qui passe par deux points d^'nflexion arbitrairement choisis d'une 
cubique passe par un troisième; le groupe (*) de Téquation X = o aux abscisses 
de ces points d'inflexion n'est pas plus de deux fois transitif. 

Soit une quartique générale C4 : on sait (-) qu'il y a 63 systèmes distincts de 
coniques tangentes en quatre points à la quartique (en laissant de côté les droites 
du plan). Un point de contact M| pour ces coniques étant choisi arbitrairement 
(l'abscisse de ce point jouera dans X = o le rôle d'un paramètre A\)j les trois 
autres points de contact d'une conique forment 63 systèmes distincts; un des 
paramètres de la conique dépend d'une équation de degré 63. 

Or, pour trois valeurs de /ti, ces coniques forment trois ensembles de 63 sys- 
tèmes; en prenant une conique au hasard dans les deux premiers ensembles, et 
une convenablement choisie dans le troisième, on obtient douze points de contact 
qui sont sur une cubique. 

On peut aussi considérer trois valeurs de A\ identiques : les trois ensembles de 
63 systèmes se réduisent à un seul et la cubique a trois points confondus en M| 
avec la quartique. Ainsi, soient les 63 coniques distinctes qui touchent la quar- 
tique en quatre points, dont un M| choisi arbitrairement; on peut prendre au 
hasard deux de ces coniques, faire passer par leurs points de contact et par M| 
une cubique ayant un contact du deuxième ordre en M| avec la quartique; cette 
cubique coupe la quartique en trois autres points qui sont les points de contact 
autres que M| d'une autre des 63 coniques. 

Soit alors X = o l'équation qui détermine ces 63 coniques (l'inconnue étant, 
par exemple, un des paramètres) : la propriété ci-dessus se traduira entre trois ra- 
cines ai, «2, «3 de X = o, par une condition 4'(^m <^2> ^^3) = ^j ^^ ^t ^^ ^2 sont 
arbitraires. Donc le groupe rfe? X = o est au plus deux fois transitif. 



IV. 

LE GROUPE LINÉAIIIE DA.NS LES ÉQUATIONS DE LA GÉOMÉTRIE. 

Dans un grand nombre de théorèmes relatifs à l'application des fonctions ellip- 
tiques ou abéliennes à la Géométrie, en particulier dans plusieurs de ceux indi- 
qués par Clebsch (3), l'équation algébrique X = o dont dépend le problème est 



(*) Jordan, Traité des subst., p. 3oi. 

(>) Voir Hessk, Journ, de C relie, t. 49; Gledsch, id., t. 63, p. 210; Appell et Goursat, 
Théorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales, 1895, p. 497» 
(') Journ, de C relie, t. 63; voir aussi Jordan, Traité des subst,, p. Soa et suir. 
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déterminée par des relations ( * ) 



u^/' 



ui 






(y = 1, 2, ,.., pelilp). 



Le problème de l'inversion de Jacobl détermine p des points, courbes, etc. en 
fonction des o — p autres choisis arbitrairement, par une équation de degré r^P^ 
irréductible ou non. On en conclut, si l'on représente par(*) (^x%^ •..,"^2;») 
(modr) les racines, que le groupe G de X= o laisse invariable Tensemble des 
solutions des congruences 



^p-H ^p-H. . .-ha7p''*'=o (modr) (p = i,2, . . ., 3/?), 

où les x^i^ peuvent être tous identiques aux x^P (j p^f) quel que soit p. 

Pour plus de généralité, nous supposerons p = i, 2, . . ., y, où y est pair ou 
impair, et nous déterminerons le groupe F des substitutions laissant invariable 
Tensemble des solutions du système de congruences 



(I) 



^p-+-. . .-+- J^p* = (modr) (p =1, 2, . . ., q); 



quand q = 2p, T contient G. 

Soit {x\y . . . , x'^)^ . . . , (J7*p\ ... 1 ^ç'^) une solution : si nous ajoutons simul- 
tanément à x\y . . ., j:^*' un même nombre ai, à x^, . . ., x[^''^ un même nombre 
a2, etc., soit 



on a encore 



x'f-ha^ = y^'; 



yp-H...-+-7p*'^o (modr) 



dès que ri ap ^ o (mod r), en particulier, quel que soit ap, si ri ^ o (mod r). 
F contient alors toutes les substitutions 



X^f • . • « Xfj ^ X^ — 1~ 0^1 J • • • » Xq — r~ ot« 



(modr), 



telles que ai, ..., a^ soient des multiples de -9 8 étant le plus grand commun 

diviseur de r et de r|. Ces substitutions forment un groupe G', d'ordre 5^. 
Considérons, de même, la substitution linéaire homogène 



(2) 



X^ 



a\x^ 



a\Xi 



a\Xq 



Xq a}^x^ -4- aj j?j -f- . . . -h a'J^Xq 



(modr), 



( » ) Pour les notations, voir le Mémoire de Clebsch ou la Théorie des fonctions algé- 
briques (le MM. Appcll et Goursat, p. 497, pai' exemple. 
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et opérons-la dans le premier membre de la congruence (i), on obtient 



{aU\ 



a^x'^ 



a^xlj)-h. . .-4- (ûr^J:*'r*'-+-- • --^ «?-^v*^)» 



ou 



aUûr\-h. ,.-h <'*»') -h aî(j7; -h . . . -h ^ï«') -h. . . -f- aUx' -i-. . .-+- J:^;»0> 



qui, d'après (i), est ^o(modr) quel que soit p. Le groupe F contient donc 
toutes les substitutions du groupe linéaire (mod/*) à q indices non homogène 
quand ri^o(modr), et, quand r«^o(modr), toutes les substitutions du groupe 
linéaire homogène G", qui ne déplacent pas la racine dont tous les indices sont 
zéro. 

Désignons par ^i, ^2^ • • •? ?y les lettres (1,0,..., o), (o, 1,0,..., o), . . ., 
(o, ...,o, i) (pour P/, j:i=:i,:ry^oquandy^«), et supposons r=^p^{p^ premier), 
r, >2. 

Les transformations (2) qui laissent ^1, ^29 • • m ^< immobiles sont de la forme 



(3) 



X 



X 
X 



l-Hl 



•27| -f- Q. j J^/+i "+" • 


. . -h a\x^ 




. . 4- a'ix^ 


^7 «^«-t-l ~H • • 


.-f-ajx^ 



(modr), 



On le voU en remarquant que cette forme est vraie pour t = o, et que, si on la 
regarde comme exacte sans spécifier la valeur de /, les substitutions qui laissent 
r^M • • •) ^<+i immobiles sont comprises parmi les substitutions (3), et, pour elles 
évidemment, 



"1 — ' 






• • • — **« — w> 



a'>* = I 



(modr), 



Soit S une substitution de F qui laisse immobile (o, o, . . ., o) = ^o* Le groupe 
des substitutions (2) contient la substitution 



(4) 



X. a,j7, -H. . .4- a«^, 



q^q 



X, 



(modr), 



où tti, . . ., fXq sont arbitraires, pourvu que l'un d'eux soit premier à r; car si, par 
exemple, olî est premier à r, il suffit de considérer la substitution qui laisse inva- 
riable j?2, . . ., Xi_s , ^«4.1, . . ., Xq^ et qui remplace xi par j?|. C'est une substitu- 
tion, car le déterminant est égal à ±: a/ premier à r. 
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Je dis, d'autre part, que S doit substituer à l'une des lettres ^i = (i , o, . . ., o), 
^2, ... ou Py une lettre A dont un indice est premier à r (c'est-à-dire à />|). 

En effet, ceci est évident si v est premier, puisque ^o est la seule racine dont 
tous les indices sont ^ o (modr). Supposons r non premier. 

Considérons les congruences (i) : ces congruences admettent, en particulier, 
des solutions telles que 

(5) x\-\-x\=iOy ..., j7^-f-j7^ = o (mod/*), 

tous les j:p^(/>-2) étant nuls (modr). S laissant ^^ invariabre permutera entre 
elles les solutions de ces congruences (5); supposons que S substitue à ^i une 
lettre dont les indices sont tous non premiers à r : (i, o, ..., o) et (r — i, o, ..., o) 
étant solutions simultanées de (5) (ici r^4)) (^ — i, o, . . ., o) = ( — i, o, ..., o) 
est aussi remplacée par une lettre jouissant de la même propriété : si S remplace 
(i,o, ...,o) par (i,, ..., Çy), elle remplace ( — i,o, ..., o) par ( — Ç,, ..., — Ç^). 
Nous supposons r«^3. Les congruences (i) admettent encore des solutions 
telles que 

(6) .Tp -h a7p -+- j?p ~ o (modr) avec xf=o (i>3), 

ces congruences sont satisfaites pour 

^', = j7'J = i, d?'j = "~2, j?p = J7p E= j7p = O (modr) (p>i). 

Donc ( — 2, o, . . ., o) est remplacé par une lettre ayant tous ses facteurs non pre- 
miers à r; par suite aussi (2, o, . . ., o), d'après (5). Si l'on prend 

jc\^iy œ\^iy «373^ — 3, jFp ^ iTp ^ j™p ^ o (modr), 

on voit qu'il en est de même de ( — 3, o, . . ., o) et (3, o, . . ., o), etc. Donc, ceci 
a lieu pour (or, , o, ..., o) quel que soit x^. De plus, d'après le même raisonnement, 
les lettres (X|, o, ..., o) sont remplacées par des lettres dont le y*^"* indice a avec r 
un plus grand commun diviseur, qui est une puissance de />{. 

Si la même chose n'avait pas lieu pour (o, 1,0, ...,o), c'est-à-dire si 
(o, I, o, ..., o) = P2 était remplacée dans S par une lettre d'indices non tous divi- 
sibles par />! , S substituerait à ^2 une lettre dont un indice est premier à r : la per- 
mutation des indices x^ et X\ nous permettrait de raisonner comme dans le cas 
où S substitue A (p. 289)3 ^i, etc. Finalement, les indices étant convenablement 
choisis, si S ne substitue pas à ^1 une lettre A, on peut admettre que 

(j:„ o, . . ., o), (o, .2^2, o, . . ., o), ..., (o, . . ., o, J7^) 

sont remplacées par des lettres à indices tous non premiers à r. 



• • 
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Considérons alors les congruenccs 



— X 



,-+- o H- j:*, = J 
o — vT, H- o^'j ^ O ) 



(modr). 



Ceci nous montre que, d'après (6), les lellres(x'J', j:!^, o, ...,o)ou (^r^, 0*2,0, ..., o) 
sont remplacées par des lettres d'indices tous non premiers à r, puisque r = /?f . 
Alors, d'après (6), et 



m 



— J?, H- O 4- J7, ^ o 



m 



— J"j -h O H- J7j ^ o 



(rnod/), 



w 



o — a:'s-hjr, = o 



les lettres {x\^X2^ ^3, o, . . ., o) jouissent de la même propriété, etc. Finalement, 
toutes les lettres jouiraient de cette propriété et S ne serait pas une substitution, 
contrairement à Thypotlièse. 

On pourra donc, en faisant, au besoin, une permutation d'indices, supposer 
que la lettre substituée à ^1 par S ait un indice premier à r. 

Prenons maintenant la substitution déduite de (4) en changeant ay en a] : 

(4) devient 

a,^j -h. . . 



T^ 



X, 



Xq Cf.qXq-x' . . • 



(modr) 



et substitue à (1,0, ..., o) une lettre que l'on peut prendre identique à A, moyennant 
un choix convenable des ai, . . ., a^ : ST~* laisse (1,0,..., o) immobile, et appar- 
tient à r. D'après les congruenccs (5), S| = ST~* laisse ( — 1, o, ..., o) immobile. 
Diaprés les congruences (6), S| laisse (2, o, ..., o), (a:'^ ^ j:", ^— i, j;'J'^ 2, les 
autres indices nuls), puis( — 2, o, ..., o) d'après (5), puis, d'après (6), (3, o, ..., o), 
(x\ ^-^i, :r', ^ — 2, :c'J'^3), etc., immobiles. Finalement, S| laisse (a?!, o, ..., o) 

immobile, comme les substitutions Soi de la forme (2) qui laissent ^0 ^t ^1 immo- 
biles [formule (3) ppur t = 1]. 

Considérons maintenant ^2^= (o, i, o, . . ., o) : S| remplacera ^2 par une 
lettre A2; si Tun des indices Çj, . . ., \^ de Aa est premier à r, il y a une substitu- 
tion Soi de la forme 



T.= 



*^1 *^1 •" ^1 *^J "^~ • • • 



^1 



. t 



X, 



«l^t 



^n Xn -+- . • . 



-q^q 



(modr), 



où X|(t>2), par exemple, est premier à r, les <7 — i autres a étant arbitraires; 
Foc. de r., a* S., VU 38 
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car, prenaol 

«5 = rtj ==...= rt^=ûri = I sauf ^/=o (mod/), 

les autres coefficients non écrits étant nuls, le déterminant de la substitution est 
rb a/ premier à /*. Cette substitulion remplace (o, 1,0,..., o) par (ai, a2, . . ., a^), 
(|ue Ton peut prendre = A2, et S| T^ * laisse (o, 1,0, . . ., o) immobile. 

Admettons pour un moment que Ça^ • • o Ç7 sont tous non premiers à r. S| rem- 
placera ^2 pai' wie letue où 0:3, ..., Xy sont non premiers à /•; de même, 
d'après (5 ), pour (o, -- i , o, ..., o). D'après (6) (i 4- 1 — 2e=o, — i — 1 4-2^0), 
il en sera de même pour (o, — 2, o, . . ., o), (o, 2, o, . . ., o), etc.; finalement pour 
( o, X2f o, . . ., o), quel que soit x^' 

On peut alors admettre encore que cela a lieu pour (o, o, . . ., o, j:/, o, . . ., o) 
(/;> 2), sans quoi, en permutant xi et x^^, on pourrait raisonner sur S| el une 
certaine substitution linéaire T'^ comme nous l'avons fait ou le ferons tout à l'heure 
sur S| et T|. 

D'après [(V)^ et 

— JT, -f- o -{- x^^ o 1 

(modr), 
o — x^-h x.^^o ) 

on voit que (o, ^r^, X3, o, . . ., o) jouit de la même propriété; finalemenl aussi 
( o, X2, x^^ . . ., x^), (j^a, ^3, . . ., x^ non tous nuls). 
D'après ((i ), et 

— .Tj H- o H- vT, ^ o \ 

o — .r, -h -r, = o ( 

((modr), 

il en est de même de (x, , x-i, • - ., ^</) quand X2, . . ., 0;^ ne sont pas tous nuls : 
S| ne serait pas une substitution, ni S non plus, contrairement à riiypothèse, 

Dès lors, 82= S|T/ appartient à F et laisse V2 = ((), 1,0,..., o) immobile, par 
suite, d'après (.")) et (6), (0,2,0, ..., o), .... (o,:r2,o, ..., o), et, encore d'après (6), 
{Xi^ J72, O, . . ., <> ), quels que soient x^ et J'a* 

Nous considérons ensuite ^3 = (o, o, 1 , o, . . ., o) : S2 remplace pj par une 
lettre A3, etc. 

Supposons que nous ayons établi que le |)roduit S| de S par une substitution 
linéaire convenable (mod/-) laisse (x^, x^^ . • -, Xi, o, . . ., o) immobile, quels que 
soient j^i, jTo, ...1 Xi, et considérons [i/^, = (o, o, . . ., o, 1,0, ...,o) (ou 
:ri ^ . . . ^ JT, = Xi^2 := . . . ^5 jf^ ^i o, Xi^i ^ i). On formera la substitution 
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lioëaire 



T,= 



• • •••••••••• 



ÛTj OCjûTi^i 



00 q ^qOO i | j -\- Xq 



(modr), 



où ay premier di r {j > 1), qui a pour déterminant ±: ay premier à r, et substitue 
à pi+i la lettre (ai, . . ., a^) telle que Tun des indices a/^.!, . . ., a^ est premier à /*. 
Si S/ substitue à p/^i une lettre dont un des q — i derniers indices est premier 
a r, en choisissant convenablement ï/, S/^| = S/T^~* laisse ^i^i immobile, ainsi 
que (^1, X21 ...1 ^1, o, ..., o). D'après (5), S/^i laisse (o, . . ., o, Xi^\ = — 1,0,...) 
immobile, et, d'après (6), (o, ..., o, j^/^, = 2, o, ..., o), etc., par suite, 
(o, ..., o, Xi^ij o, ..., o) quel que soit Xi^i» S/^i laisse d'après (6) 
(Xi^ ^2, . . ., j:*!, Xi^i, ^j " "f o) immobile, et Ton peut continuer le raisonnement. 

Supposons donc que S/ substitue à p/^.! une lettre (Ç^, . . ., Ç^) dont les q — / 
derniers indices sont non premiers à r. D'après (5) il en est de même pour 
(o, o, . . . , o, Xi^i = — I, o, . . . , o); d'après (6) il en est de même pour 
(o, . . -, o, Xi^i =± 2, o, . . ., o); et ainsi de suite; finalement, il en est de même 
pour (o, . . ., o, Xi^ij o, . . ., o) quel que soit ^14.1. 

On peut alors admettre que cela a lieu pour(o, . . ., o, xj^ o, . . ., o), avec y quel- 
conque ^/+M sinon, en effet, en permutant Xj et Xi^ty on déduit de S/ une 
substitution analogue à Si^i sur laquelle on peut raisonner comme tout à l'heure. 
D'après (6) et 

(modr), 



x,^^ = o 



o — X 



/-4-t 



^/+2 = O 



on voit que (o, . . ., o, Xi^^j ^«4.2, o, .. ., o) jouit de la même propriété, etc. Fina 
lemenl, il en est de même de (o, . . ., o, j^z+i, . . ., x^). D'après (6) et 



— vr, -ho 



X, 



nt 



^ O 



m 



cT / + O -h X^ ^ o 

o — J-/+i-f-^/+, = 



(modr), 



o — J^y 
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il en est de même de (x^, . . ., Xq) quand ^1^1, . . ., j^^ ne sont pas lous nuls, c'est- 
à-dire pour toutes les lettres que déplace S : S ne serait pas une substitution. 

Finalement, en faisant varier /, on voit que, en multipliant S par une substi- 
lution linéaire convenable on obtiendra une substilulion qui seréduit à i.Donc S 
esl linéaire homogène. 

Il reste à voir toutefois que F, qui contient G' et G" (p. 286-287), est bien dérivé 
(le ces deux groupes. 

Cherchons combien de lettres distinctes F peut substituer à (o, ..., <>) = ^0 • 
posons dans (i) 

«* p ^-^ ** p — • • • — •* Q f 

on a les congrucnces 



(7) 



-* jc'.^Of . . . , -J -*?« = û ( mod -^ ) 
* ô ' \ oj 



qui admettent comme solutions (o, ...,o). F permute alors exclusivement entre elles 
les solutions distinctes (mod/*) des congruences(7), au nombre de o^ (opFus grand 
commun diviseur de /* et z^). L'ordre de F est au plus égal, par suite, à 

ô^XordreG'; 

or, 

ordre F tordre G'x ordre G", 

et 

ordre G'rzô'/. 

Donc 

ordre F — ordre G' x ordre G", 

et F est bien dérivé de G' et G"; G' est bien évidemment un sous-groupe inva- 
riant de F. 

Il résulte de là que, pour /'i^S, F n'est transitif entre les rV lettres que si 

= /-, ri = o (mod/). 

D'autre part, si r = p^ n'est pas premier ([jl>- 1), G'' permute exclusivement 
entre elles les lettres d'indices lous multiples de pt autres que ^o; ^out en le& dé- 
plaçant, car 

X,, ...,cr„; «i^i, a,x,-+-;r„ ..., a„j:-iH-x„| (mod/), 



où a< est premier à /?«, est une substitution quels que soient a^, ..., a«, et rein* 
place (/?!, o, . . ., o) par {^^Pi^ ^aPtj • • •? */i/?i)i donc G" est intransitif entre les 
lettres qu'il déplace. Si r=pi est premier (jjl = i), la même substitution rem- 
place (1,0,..., o) par (ai, aj, . . ., a,<) qui est arbitraire (mais fé Pq) : G" est tran- 
sitif, mais ne Test deux fois que si p^ = 2, r = 2. 
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Nous trailerons toul à l'heure le cas où ri = 2. 
Nous avons obtenu. ainsi le ihéorème suivant : 

Théorème II. — Soient les congruences 

(1) ^p4-Xp4-. . .-+-^^«*=o (modr) 

(p = 1 , 2, . . ., gr; /'i donné > 2) et r^ lettres (x, , ^0, . . ., jr^) caractérisées par 
q indices (modr) ( * ), r=p^etpi premier. On peut associer ces lettres r^ à r^ , 
une même lettre pouvant être répétée plusieurs fois, de façon que les indices 
de même rang 1, 2, .»»,q satisfassent aux congruences ci-dessus, et Von 
forme ainsi des combinaisons de /'i lettres : ^ensemble des substitutions entre 
les rt lettres qui permutent entre elles toutes ces combinaisons est le groupe V 
dérivé du groupe G" des substitutions linéaires homogènes 

et du groupe G' des substitutions 

l^i, ...,aT^; cTi-hai, . . .yXq'\-(Xq\ (mod/-), 






OM tti, ..., a^ prennent (mod/-) toutes les valeurs possibles multiples de -r 

étant le plus grand commun diviseur de r et r^. 

En particulier, si 8 = /•, c* est-à-dire r\ ^ o (mod r), F est le groupe linéaire 
général (mod r) non homogène à q indices. Dans ce cas, et dans ce cas seule- 
ment, Y est transitif; mais il n^ est pas primitif si r n'est pas premier (*). 

La condition nécessaire et suffisante pour que Y soit deux fois transitif est 
/'i ^ o (modr), r=::p^. Alors même, si pi = 2^ Y est exactement trois fois 
transitif 

Remarque I. — G' est formé de substitutions échangeables, et ses facteurs de 
composition, puisque 5=/;f*, [Xi^jx, sont tous égaux à /?i (il y en a jJti^). 
Donc r a [jL|^ facteurs de composition égaux à />f, les autres étant ceux du 
groupe linéaire homogène (mod/*) à q indices. 

Remarque IL — Nous avons supposé précédemment (p. 288) /'i >• 2. Soit 
maintenant r| = 2 : les congruences (i) se réduisent aux congruences (5). 



(') C'est-à-dire prenant chacun les valeurs o, i, ...,r — i (modr). 

(*) Car G' n*est pas maximum dans F, puisqu'il permute exclusivement entre elles les 
lettres d'indices multiples de p\^ comme les substitutions de G' pour lesquelles les a sont 
tous multiples de px. 
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SI /• = 2, ces congriicnces sont salisfaitcs par Tp==jrp, quel que soit x'^ : 
(5) est illusoire; F est le groupe symétrique de 2^ élémenls. 

Soit /•> 2. Une substitution S de F qui remplace (a?i, . . ., Xq^ par (Ç|, .. ., Ç^), 
remplace ( — x^^ . . ., - - Xq^ par ( — Ç|, . . ., — Çy). 

i" /• ^= i»\ (pi impair). Prenons les r^ — i lettres autres que Po = (^> o, . . ., o) 

( r laisse j3o immobile), et associons deux à deux les /•'= paires de lettres 

autres que ^o pour lesquelles, dans chaque paire, les indices correspondants sont 
égauxetde signe contraire; ceci est possible, puisque (Ç|, ..., Çy), (^ii, .••, — Sy) 
sont distinctes. Désignons par ^/{, 6| ; . . . ; <v, br ces f^ paires. 

Nous formerons toutes les/*'! subï^titutions possibles entre rt|, ..., Or, 

puis les substitutions déduites de celles-là en remplaçant a par 6, 

et le groupe g des substitutions 

correspondant, d'ordre /•'!. 

D'autre part, formons encore le groupe g dérivé de 

d'ordre r>/'. 1-e groupe cherché F est dérivé de ces deux groupes et d'ordre r'! vt''\ 
En cflfet, F contient les substitutions de ces deux groupes; de plus, toute substi- 
tution de F est égale à une substitution qui permute les paires d'une certaine 
maïiière par une substitution (|ui les laisse immobiles, c'est-à-dire au produit d'une 
substitution de g par une de g' , On voit de suite que F est une lois, et une fois 
seulement, transitif entre les 2/"' lettres autres que fio^ c^ii' T n'est pas primitif ('). 
2" /• = 'iV-, — Les lettres (ç,, . . ., Ç^) dont les indices satisfont à 

2;| = . . .^ 2;,,= o (mod2t^) 

sont permutées exclusivement entre elles par F. On a pour elles $,= o ou !i^~* : 
ces lettres sont au nombre de 2^. F contient le groupe jvmétrique entre ces 
2^ lettres. 



( M Ce {groupe rentre dans une catégorie de groupes déjà considérée par nous \J. de 
Math., 189J, p. *M- 
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Au contraire on peut raisonner sur les 2/^^=31^ — 2^ autres lettres comme 
tout à riieure. Le groupe F est d'ordre /-'M a^ ! 2'**. 

Remarque IIL — Le théorème II précédent a été établi par M. Jordan dans 
les cas particuliers suivants : 

et indiqué comme résultant de raisonnements semblables pour les cas où 

/•, = /• =: 3, q=L 20, 
t\—r — t^, 7—2, 

Le théorème II précédent a l'avantage de résumer les solutions des cinq cas 
ci-dessus envisagés par M. Jordan et, éventuellement, de fournir la solution de 
cas analogues. 

Notre procédé de démonstration diffère sur un point de celui employé par 
M. Jordan pour ces cas particuliers. Pour montrer nettement la dissemblance, 
prenons, par exemple, le groupe de Hesse ou groupe de Téquation aux abscisses 
des points d'inflexion» des courhes du troisième degré. Ce groupe est contenu 
dans le groupe Ti formé de rensemble des substitutions entre les 9 lettres (x^^x^ 
(modS) qui permutent entre elles les solutions des congruences 

(8) œ\-\-x\-^x"l=x^-\-x\-{-x1=o (mod3) 

telles que 

soient des lettres distinctes. En effet, d'après la théorie des fonctions ellip- 
tiques (^), les points d'inflexion d'une courbe du troisième degré sont déterminés 

par 

3wj = P "4- 2j7jOJi4- 2jrjW2= P -h période \x^^x^ entiers). 

Les congruences (8) expriment précisément que 3 de ces points distincts sont 
en ligne droite : le groupe cherché doit, comme Fi, permuter entre eux ces sys- 
tèmes de 3 points ou les droites passant par ces 3 points. Mais, si nous prenons les 
solutions de (8) pour lesquelles (x'^x^j), (x",, x^), (j?'j',j7'^') ne sont pas distinctes, 



(*) Traité des substitut ions y p. 3o2, 3o6 et 3o8. 

(*) Jordan, Cours d'Analyse lithographie de V Ecole Polytechnique, 1" division. — 
Appell et GouRSAT, Fonctions algébriques, p. 490. 
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on remarque que a;\^x\j x.,^ x"^ enlraîoent x\^'x1^ x\^^x'\, Fv.es 3 points 
correspondanls de la cubique sont confondus. Le groupe de Hesse permute aussi 
entre eux ces points, qui sont les points d'inflexion, et les tangentes d*infIexion 
qui passent par ces 3 points confondus; par suite, îl est contenu dans le groupe 
des substitutions entre les 9 lettres qui permutent entre elles les solutions de (8), 
les 3 lettres {x\ , x\^), {x\ , x\ ), {x\^ x'W étant distinctes ou non. Mais ce dernier 
groupe n'est autre que le groupe F de notre théorème II dans le cas particulier où 
r = r, = 3, <jr = 2. 

Un même mode de raisonnement est applicable aux autres cas particuliers 
mentionnés tout à Theure et étudiés par M. Jordan, ou plus généralement aux 
équations 



"1 



-f c/f =1= ^ "^ '^'''^' ^ xp^,r{'^. . .-4- ^,,,t;/ (y^,,2,...,/? et ilp) 



de la page 286 : lescongruences (i), que les lettres (j:',, ..., x!»^), ..., {x^^'\ ,.,yX^'p) 
dont les indices y entrent soient distinctes ou non, expriment certaines pro- 
priétés géométriques et équivalent à des relations rationnelles R=o entre les 
abscisses ou les paramètres solutions de X= o. L'ensemble des fonctions R = o 
est laissé invariable par le groupe de X = o, par suite aussi l'ensemble des solu- 
tions des congruences (i), que les lettres {x\^ . . . , ^j»), . . ., (^^r*\ • • ., ^^p) qtii 
y entrent soient distinctes ou non. Il y a donc lieu à application du théorème II; 
mais il est bien évident que le grouj)e de X = o permute aussi exclusivement 
entre elles les solutions de (1) pour lesquelles les r^ lettres sont distinctes. Dans 
chaque cas, ce qui précède comportera d'ailleurs une interprétation géométrique. 

Indiquons-la encore dans le cas des cubiques C ayant en 3 points un contact 
du troisième ordre avec une quartique générale (sans point double). 

Les solutions du problème sont données parles 3 relations (*) 

Wl 4- Mj -h. . .-+- W,2 := 3P -h IX^Tli-^- X^\ -h JTjB"-!- X^\l\ 

(9) { r, -h i'a -h. . .H- ('1, =3Q -^ix^Tii -{- x^W -{-:FiK' -+- vC^B, 

wP'j-hiVj-h. . .4- <r,,z=3U -h ix^tU -^-x-^W -hXjB -h J*uA% 

où u^ i', iv sont des intégrales abéliennes de première espèce attachées à la courbe, 
et où l'on fait 

Ux = Wi= f/3= W4 = u'J\ Ui=z, , ,^ u^=z u^i\ £/,=...= 1/,, r= ft^l\ 
(',=:... = i\ = v'J\ P5 = . . . 1= (^8 = (//\ r, = . .-. = Tj, = <//>, 



(M Appell et GouRSAT, Fonctions algébriques, p. 498. 
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On a ainsi 



W"/' + «'/' + ttL" =: 



4 



<y) ^ „<» ^ „<y. _ 3Q + ax'/'7tt+a:'/ ' B''+^'/'A' + ^y 'B 



f/' -f- f^' 4- f '/' := 



4 



-y. ^ ^-y. ^ c„(y> _ 3 R + 2 ^'Z' ,: / + .r'/' B' + x'/' B + ^'/' A 



a' 



Wj-" "4- fV/' -4- W'^' = 



A chaque système de valeurs des x^^\ . . ., x^^^ correspondent ainsi 3 points de 
contact et une cubique G qu^on peut caractériser par {x^^\ ..., x^^^). 
Prenons 4 de ces cubiques, distinctes ou non, 

mais telles que 

(I bis) x'p'^ -}- x'p*^ -^ x'p^^ -{- x'p^^ = o (mod4) (p=:i,2,3, 4,5 et 6). 

Les 3 relations (9) exprimant la condition nécessaire et suffisante pour que 
12 points de la quarlique soient sur une cubique, on voit que les 12 points de 
contact des 4 cubiques c^ *\ . . ., c^*^ sont sur une cubique y. 

Mais il n^est aucunement nécessaire de supposer que ces 4 cubiques sont dis- 
tinctes. 

Prenons d*abord 

la cubique correspondante Y est tangente en 3 points à la quartique. 
Prenons maintenant 



on a forcément 






^(1) «.(4) 

*Ây p — »JL p • 



La cubique correspondante est la cubique c^*K 

Il est bien évident ici que chaque substitution du groupe de X= o doit per- 
muter entre elles les cubiques c^J\ les cubiques Y> les cubiques y' respectivement (*), 
par suite, permuter entre eux les systèmes de solutions, formées de lettres dis- 
tinctes ou non, de (i bis). Le groupe de X = o est donc contenu dans le groupe 
linéaire général (mod4) à 6 indices, diaprés le théorème IL 

On pourrait aussi traiter le cas des cubiques ayant en 4 points un contact du 

(1) Comparer Glebsch, Journal de Crelle, t. 63, 1864, p. 2o5, où sont signalées ces 
diverses catégories de cubiques. 

Fac. de T., a» S., VI. 3g 
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deuxième ordre avec la quarlique : on en trouverait (*) 3* systèmes. Le groupe 
de X = o est compris, d'après le ihéorème IF, dans le groupe linéaire général 
(modS), à 6 indices, et même dans le groupe linéaire homogène, puisque l'un 
des systèmes est formé des droites du plan (ce groupe permute entre elles les 
solutions des congruences x^ 4- a^p ^ o (mod 3). 

Considérons encore, comme à la page 286, Téquatlon X = o qui détermine les 
63 systèmes distincts de coniques tangentes en 4 points à une quartique générale; 
ces coniques étant caractérisées par (a^i, . . .,^e) (mod 2), le groupe de X =0 
laisse invariables les solutions des congruences 

^p-h^p+^p=o (mod 2). 

Ici Ti = 3, /• = 2, y = 6, = 1. D'après le théorème II, le groupe de X = o 
est contenu dans le groupe linéaire homogène (mod 2) à 6 indices. 



V. 

LA CLASSE DU GROUPE LINÉAIRE ET DE SES SUBSTITUTIONS. 

Méthode générale pour la détermination de la classe des substitutions 
d'un groupe. — Indiquons d'abord une méthode générale pour la détermination 
de la classe des substitutions d'un groupe et de la classe de ce groupe. 

Soient G un groupe de substitutions, a, 6, ... ses lettres, en nombre n, ces 
lettres étant eOectivement déplacées par G. Classons les lettres de G en catégo- 
ries, en mettant ensemble celles que G permute entre elles. Soient 



(10) 



a, 


b. 


• • • > 


a', 


y. 


• • • > 


a', 


b\ 


• • • ♦ 



ces catégories, H» le sous-groupe des substitutions de G qui laissent a immobile. 
Classons les groupes Ha en catégories, deux de ces groupes appartenant à une 
même catégorie pour les valeurs de a appartenant à une même ligne de (10), 
c'est-à-dire à une même catégorie de lettres; les groupes d'une même catégorie 
sont les transformés d'un d'entre eux par les substitutions de G, par suite sont 
semblables. Donc H^, H^, ... sont semblables; de même H^', H^^, .... Prenons 
dans chaque catégorie de groupes H^ un groupe la représentant : soient H^) 

(») Appell et GoURSAT, Fonctions algébriques, p. 498. 
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H^', • .. ces représentants; une substitution de G ou bien est de classe n, ou bien 
laisse une lettre immobile et est semblable à une substitution de H^, ou H^', ou .... 
Pour avoir sa classe il suffil.de trouver la classe des substitutions de H^, H^', .... 
On opérera alors sur chacun de ces groupes comme on Ta fait sur G; et ainsi 
de suite. 

« 

Dans les opérations successives que Top fera, on pourra être amené à consi- 
dérer des sous-groupes, par exemple H^^y, qui soient contenus dans des sous^ 
groupes déjà étudiés au point de vue de la classe, par exemple Hay • il sera inu- 
tile de s*en occuper. A un moment quelconque du raisonnement, nous pourrons 
admettre que Ton ne considère que des sous-groupes non contenus dans les sous- 
groupes déjà étudiés. C'est ce que nous appellerons la condition (A). 

Xette méthode est aussi, a fortiori, applicable pour trouver la classe de G. 
Elle se simplifie même, puisqu'il est inutile de s^occuper du degré des sous- 
groupes considérés, tant qu'on n^arrive pas à un sous-groupe dont chaque substi- 
tution déplace toutes les lettres de ce sous-groupe, et pour lequel la classe est 
égale au degré. 

Application au groupe linéaire (modr) (/• premier). — Considérons d'abord 
le groupe linéaire général L non homogène à m indices (mod r), r étant premier. 
Nous allons établir le théorème suivant : 

Théorème III. — Le groupe linéaire général homogène à m indices (mod r). 
r étant premier, renferme des substitutions de classe r*" — 1, r*" — /•, 
r'^ — r^ , . . . , r'" — r*""', . . . , r^ — /•"*"• exclusivement. Il est m fois incomplet 
tentent transitif 

Le groupe linéaire général non homogène renferme en outre des substitu- 
tions de classe r"'; il est m 4- i fois incomplètement transitif. 

La classe des deux groupes est r^ — r'"~* (*). 

(*) Jordan, Comptes rendus, décembre 1872, p. 1754. Rappelons que le groupe linéaire 
général non homogène (modr) est deux fois transitif quand /* > 2, trois fois quand 
/• = 2 (Jordan). 

Le groupe abélien (Jordan, Traité des Substitutions, p. 174) contient la substitu- 
tion (m = 2mj) 

l^i,ri»^t, "-^ym,\ xx + yuyxyX^, "",ym,\ (modr) 

qui laisse immobiles les r^*"i—^ lettres pour lesquelles j^i^o : sa classe est donc celle du 
groupe linéaire général. 

De même pour le groupe orthogonal (Jordan, Traité des Substitutions, p. i55) qui 
contient la substitution 

l^i>^tî^3, .•.,^m; ^ti^i»^3» . •., ^/n I (modr) 
laissant immobiles les /•"«-* lettres pour lesquelles Xx = Xx. ' 
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En effet, rappelons d^ abord la définition de la transitiçité incom- 
plète (^). 

Soient A un groupe transitif entre les n lettres ai, ..., a« qu'il déplace; A.^. le 
sous-groupe de A laissant a, immobile : kg^. est le transformé de A^^ par une subs- 
titution de A. 

Ag(^ peut laisser en même temps a2, .. ., a^, immobiles en déplaçant toutes les 
autres lettres : 

Ag^^ déplace toute autre lettre ay(y >/>i)« Supposons que A^^ soil transitif entre 
les lettres a^^+i, .. ., a^ : si /?< = i, on dit que A est deux fois transitif; il est 
alors primitif; si/?i > i, A est imprimitif (^), mais on peut dire dans ce cas que 
A est deux fois incomplètement transitif (^), 

Toute substitution de A qui laisse une lettre a^^ immobile est transformée d'une 
substitution de Ag^^^g^ par une substitution de A, et elle appartient à un sous- 
groupe A.g^f^ g^' de A laissant exactement /7| lettres immobiles, comme A^^...» î 
parmi ces lettres se trouve a^, et a'^, ..., a^^ diffèrent toutes de ces p^ lettres 
tti, . .., oLp^j ou leur sont toutes identiques, sans quoi le groupe dérivé de A^^ ^j , 

^oLi...ap laisserait au moins une lettre immobile, sans en laisser pi : un de ses 

transformés serait contenu dans Ag^^= Ag^^^^g^ , et le contiendrait, tout en étant 

plus grand que lui, ce qui est absurde. Finalement (*), A admet une répartition 
de ses n lettres p^ k p\ en systèmes 5| , ^2, . . . , 5;, . 

Soit dans A<x,...a le sous-groupe A^^ ...^ g^ ^^ des substitutions laissant a^^^.! 

immobile. Tout sous-groupe A' des substitutions de A laissant immobile une des 
lettres d'un des systèmes, si par exemple, et une autre lettre de A non contenue 
dans ce système, est semblable à A^^ ^f ^^ ^^. En effet, par une substitution conve- 
nable, on transformera A' en un groupe A'^ de la forme A^^ . « ^ . (y ^i), puis, 

sij^iy par une substitution de Ag^^ ^ , qui est transitif entre a^^+i, .. ., a,^, on 
transformera A' en A- „ „ .. 

Aaj...a-a-+, P^"^ laisser immobiles d'autres lettres : soient «^^+27 •••> ^pt-hp^ ces 



(*) Intermédiaire des Mathématiciens, 1900, p. 1 57-1 58. 

(') Voir Jordan, Traité des Substitutions, p. a83-285, et notre Mémoire des Annales 
de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1895, D.18, théorème VII. 

(') La (iéfinitiou donnée par Lie de la transitivité multiple dans les groupes Gnis continu^ 
est précisément analogue à celle de la transitivité incomplète dans les groupes de substitu- 
tions ( Voir notre Mémoire du Journal de Mathématiques, iQoi, p. 62 • 

(♦) Loc, cit,, note (2) ci-dessus. 
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lettres, ^p,^p,^j (j^i) étant déplacé par A«^ ..«^^^,; on a 

A — A — — A — A 

Si Afl^^,, flt ^ est transitif entre les lettres qu'il permute, on dira que A est trois 

fois incomplètement transitif, et ainsi de suite» 

Dans un groupe A /i + 1 fois transitif ou incomplètement transitif, le sous- 
groupe Ag^^ des substitutions de A laissant une des lettres, ai, immobile est n fois 
transitif ou incomplètement transitif; le sous-groupe A^^p^ des substitutions de A^^ 
laissant une des lettres déplacées par Ag^^ immobile est n — i fois transitif ou 
incomplètement transitif, et ainsi de suite; une substitution S qui laisse une lettre 
immobile est semblable à une substitution S^^, de A^^^; une substitution de Ag^^ qui 
laisse une lettre de A^^, déplacée par Ag^^ immobile est semblable à une substitu- 
tion de Afl5^p^, etc. 

' Ceci posé, considérons en particulier le groupe linéaire général L à m indices 
(modr). 

Une de ses substitutions S peut déplacer r'" lettres : elle est alors de classe r"^, 
mais ne peut être d'ordre 2 que si r = 2, cas où Ton a toujours des substitutions 
d'ordre 2 et de classe r*". 

Considérons une substitution S' de L laissant une lettre immobile : L étant 
transitif, cette substitution est semblable à une substitution S\ laissant immobile 
la lettre aoo...o9 dont tous les indices sont nuls : pour avoir la classe de S', il suffit 
d'avoir celle de S',. Le groupe L^j^..., des substitutions de L laissant aoo...o immo- 
bile est le groupe linéaire homogène qui est transitif entre r"* — i lettres, car 
il remplace ai...© par une lettre arbitraire [formule (4), p. ^iS^]. Si S\ est de 
classe r'" — i, elle n'est d'ordre 2 que si r impair. On sait d'ailleurs que La^,...,^ 
transitif entre r*" — i lettres, renferme des substitutions de classe /•"* — * (*)• 

Si S\ est de classe < '*'" — 1> elle laisse une autre lettre déplacée par L^^..., 
immobile. Elle est semblable à une substitution S'^ de L^ . laissant immobile la 
lettre a,o...o, par suite à une du groupe L«,,... ,«.....,. Les substitutions de K,,...,oi,...., 
sont de la forme 



»27j «27j -+- tt I JC^ — r~ ... ~H CL , X 

x% a\ x^-\-, , ,-\- a^^ X 



Xffi Cl in x^ H- . . . -f- dffiXffi 



(modr); 



La„...,at..... laisse invariables les r lettres pour lesquelles l'indice x^ est quelconque, 
les autres indices étant nuls. Il suffit d'avoir la classe de S'\ 

(*) Jordan, Journal de Mathématiques, 1872, p* 35i; voir encore plus loin, p. 3 12. 
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La... ...a»... ..remplace (o,i,o,..., o) = aoio...o par la lettre (aî,...,a2,) qui est arbi- 

traire parmi les lettres pour lesquelles ;r 27 .••,^m ne sont pas tous nuls (p. 289-290); 
donc La.,....at.!... ^st transitif entre les lettres qu'il déplace, en nombre r*" — r, et 

contient des substitutions déclasser'* — r; r"* — /• est pair, que r soit ^ 2 0u > 2. 

S'^ peut être de classe r"* — r ou non ; si non, S'^ est semblable à une substitution 
de K.,....oi...... laissant invariable ao,o...o, c'est-à-dire appartient à L^„^g,^^,^g^^^,^. 

Les substitutions de ce groupe sont de la forme 



OC^ ûC^ ~r" ûf j J'j "tt • • • ~T~ ^j «^/fi 



J?n 



J7 



m 



a\ x^-\-, . ,-^a^Xm 



K^2 



• ~H ^m'^m 



(modr). 



et ce groupe laisse invariables les r^ lettres (j?i,^î, o, . . ., o). On voit encore que 
ce groupe est transitif entre les r'" — r^ autres lettres, et ainsi de suite. Plus gé- 
néralement le sous-groupe des substitutions de L laissant (iri, 0:3, ..., ^r/, o, ..., o) 
immobile est transitif entre les r'" — r' autres lettres. Il est aussi formé des substi- 
tutions laissant (o, o, . . ., o), (1,0,..., o), . . ., (o, • . ., o, Xi^ 1,0, • . ., o) immo- 
biles. 

Dès lors, pour i = m — i, ce sous-groupe est transitif; pour i= m — 2, deux 
fois incomplètement transitif, etc.; pour 1 = 0, m fois incomplètement transitif. 

Finalement on voit que le groupe linéaire homogène (mod r) k m indices ren- 
ferme exclusivement des substitutions de classe r*", r"* — 1, /•'" — r, r*" — r^, . . ., 
pm — ;.m-i . ig groupe linéaire non homogène renferme en outre des substitutions 
de classe r"*. c. q. f. n. 

Le rapprochement du théorème III et du théorème I nous donne alors ce 
résultat : 

(Corollaire. — Une équation de degré /•'" (r premier), dont le groupe est 
contenu dans le groupe linéaire général non homogène à m indices (mod r), 
ne peut avoir que r"* — i, r'" — r, ..., /"* — /'""* ou o racines imaginaires si r 



est impair^ 2'", 2"* — 2, 2'" — 2^, 



.m 



— 2"*"*= 2'""*, OU O si r=:2 (*). 



Nous allons encore appliquer la méthode générale ci-dessus (p. 298) à la déter- 
mination plus ou moins complète de la classe des substitutions contenues dans le 
groupe linéaire général non homogène L (inodp\^) à n indices (p premier, p-> 1) 



(^1) Même, d'après ce que nous verrons plus loin (p. 3i4), il y a o on 2"» — 'i^-k racines 



imaginaires 



I A- = 1 , 2. ... ou E I — J I quand r = 2, 
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et aussi à la détermination de la classe de ces. groupes, qui, croyons-nous, n'a 
pas encore été évaluée pour [x > i . 

Déterminons d'abord la classe de L. 

Le groupe L, de degré />H^, contient les substitutions 

en nombre pV^, qui forment un groupe transitif et dont toutes les substitutions 
sont de classe/?!^. Une substitution de L est de classe/?!^' ou semblable à une substi- 
tution du sous-groupe H^^ des substitutions deLlaissantla lettre ^o= (o, o, ..., o), 
dont tous les indices sont nuls (mod pV-)^ invariable. Hp^ est formé des substitu- 
tions linéaires homogènes 



(II) 



J?l Q, j ^1 -T~ • • t ~r~ 



a^x, 



œ 



n 



a\x 



^%' 



aHûCn 



(mod/>l*). 



D'après la méthode générale indiquée au début du paragraphe, formons les 
catégories (lo) pouf Hp^, catégories qui ne doivent comprendre que des lettres 
déplacées par Hp^. 

Soit p, = (i,o, ...,o); Hp^p^ laisse invariable ^i ; ses substitutions sont telles 

que 

(mod/>t*), 



a} = i, 



aj ^ . . . ^ a^ ^ o 



c'est-à-dire de la forme 



(12) 



•iP J a j ^ J "T" • • • ~T— Cl m •2' /t 



X, 



CLff X^ -H t . . -+- df^ Xji 



(mod pi*); 



et, réciproquement, les substitutions de cette forme appartiennent à Hp^p^. 

Désignons, avec M. Jordan, par (*) û(pH^') l'ordre CFCp^ de Hp,. La condition 
nécessaire et suffisante pour que (12) représente une substitution est que son dé- 
terminant (^) soit premier à /?, par suite que 



(i3) 



x% aj j?j -f*. . .4- 



a\x 



n 



Xn a^^i-h.. -\- Ci^Xn 



(mod/>t*) 



(1) Traité des Substitutions, p. gS. 
(«) Id. 
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représente une substîlulîon; a,, . . ., al sont arbitraires. Le nombre des subslitu- 
lions (i3) est û(/?i^^'»~*'); le nombre des systèmes a^, .•., a" est /?t*C/»-0. Donc 
l'ordre 3Cp,p^ de H^^^^ est 

Pi est donc permuté par H^^ avec (*) 

^- — zli'l L —( d\^ n) lettres 

(m, p) désignant en général le nombre de manières diflerentes de déterminer un 
système de p nombres )h7^29 •••^^p inférieurs à m, et dont le plus grand commun 
diviseur est premier à m. Or, parmi les p\^ systèmes de nombres X|, Xa, ..., X*ï 
où X|, ^2, ..,,)v/ sont égaux à o, i, 2, ..., ou pV- — i (mod/>l*), ceux qui ont 
un plus grand commun diviseur ^1 sont ceux pour lequels X|, .».,\n sont 
tous ^ o (mod/?), en nombre p^^~*^". Donc 

(l4) (/>^/l)=:/>l^«-/>(l*-0« = />l*«^I--lj. 

Les lettres correspondantes sont les lettres de la première catégorie (10), et 
IIp^ les permute transitivement avec P|. D'autre part Hp^ permute exclusivement 
entre elles les lettres dont tous les indices sont ^o (mod/>), en nombre /?fl^~*^", 
lettres qui ne comprennent pas ^i. Il résulte, par suite, de(i4) que les lettres de 
la première catégorie comprennent toutes celles dont un indice est p^o (mod/?), 
et Hp^ est transitif entre ces dernières. De plus, une substitution S de Hp^ ne peut 
laisser immobiles toutes les lettres de la première catégorie sans se réduire à 
l'unité. 

En effet, S laisserait immobiles les lettres 

pour lesquelles un des indices est ^i (mod/?i*), les autres étant tous nuls; par 
exemple, S laissera immobile P/ telle que ^r/^i, les autres indices étant nuls 
(modjDl*), ce qui entraîne, d'après (11), aj^i, aj^o(modpV-) quand y p^/. Ceci 
devant avoir lieu pour S quel que soit /, il faudrait S = 1. Donc une substitulion 
quelconque de Hp^ déplace quelque lettre de la première catégorie. 

Si alors yi est une lettre de Hp^ n'appartenant pas à la première catégorie, les 
substitutions de Hp^y^ ou bien laissent immobile une autre lettre P^ de la première 



(* ) D'après la formule de M. Jordan : û(m«) = (m, n) /7i'»-ïU(m«-*) (Traita des Substi- 
tutions, p. 96), 
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catégorie, ou bien déplacent toutes les lellres de celle première catégorie, c'est- 
à-dire sont de dasse ^. ff^" — p^\f-~^^*'. Finalement, une substitution de H« y^ ne 
peut être de classe inférieure à ce nombre que si elle appartient à un groupe 
semblable à Hp^p^, qu'il nous suffira de considérer [condition (A), p. 299]. Il y a 
bien d'ailleurs dans Hp^p^ des subslilulions déclasse plus petite que />!*" — p^V-~^^" : 
Hua contient la substitution 

(16) |.r„ ..., X„.i^JPnl ^i-^P^ ^-T/n ..., X;,_i4-^l^-»X«, Xn{l-h p^-^) \ {\ÏÏO(\p\^), 

laissant invariables les lellres pour lesquelles j:*,, ee£ o (mod/>), en nou)bre 
^j4(/i-4)+(x-i--yf,|i.// ij cette substitution a sa classe <yr>l*"— jdI*"-' <^F' — ^(f*')// 

quand /> >► i. Il nous suffit donc, pour avoir la classe de IIp^, de chercher la classe 

^e Hp,p,. 

Opérons de la môme manière sur Hp^p^', et répartissons ses lettres en caté- 
gories (10). 

D'abord Hp^p, laisse immobiles les lettres (j7|, o, ...,o), en nombre pV-, 
JJ'après (12), H^.p, déplace la lettre ^2=1(0, 1,0, ...,o) dont tous les indices, 
sauf le second ^ i, sont nuls, puisque Hp^p^ contient la substitution 

I j:,, X,, . . . , JCn ; a:, 4- Xj, j:rj, . . . , J?„ I ( mod/>l*). 

Nous classerons dans la première catégorie de Hp^p^ les lettres que ce groupe 
permute avec pj. Les substitutions de Hp^p^p^ sont de la forme 



(ty) 



a?! a?i 



1 



af J?3 



^^i-H 



X 



n 



n 



.4- a'{JPa 



n 



Cl^ ^j —p" . • • "j— Ci ^ •^n 



n 



ol.ri-h...-\-a';jrn 



^n ^i -+"...-+- Clff »Z*^ 



{moi]pV'). 



Leur nombre Xp^p^p, est, puisque a^, . . ., a", n.', . . ., aj sont arbitraires. 



^(y:,|l(/l-î})jr,î|X(« -î)^ 



p2 est permuté par Hp^p^ avec 



Or, 






donc, d'après (i4)j 



(18) 



lî, = (,p^, n - i)p^ = p\^^n-r.^^(^, _ _i_^ ^p^«^^ _ _i_^ 



Fac, de T., 2* S., VI. 
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et Hp^p, permute avec p2/?l*"(i ^^^ j lettres. D'autre part, Hp^p, permute 

exclusivement entre elles les lellres pour lesquelles X| est arbitraire, x^t ..., ^« 
étant =o(modyr>)^ lettres en nortilM-e />fï^~*^^''~*^+l^ = />^l^~*^"+*, et qui ne com- 
prennent pas [îa* D'après (i8), ^2 est alors permutée transitivement par Hp^p^ avec 
toutes les lettres pour lesquelles un des indices ^r^, ..., ^/i est ^ o(mod/>). De 
plus, une substitution S de Hp^p^ ne peut laisser immobiles toutes les lettres (î5), 
par suite les lettres que H» «^ permute avec ^2? sans se réduire à Tunité. 

Si Y2 est une lettre dé|)lacée par Hs.B» et n'appartenant pas à la première caté- 
gorie, les substitutions de Ha^p^y^, ou bien laissent immobile une autre lettre de 
la première catégorie, ou bien déplacent toutes les lettres de cette catégorie, 

c'est-à-dire sont de classe au moins égale à p^"( i iTÂi ^"^ substitution 

de Hp Q^ ne peut ainsi être de classe inférieure ik 



(•9) 



-{'-1^) 



que si elle appartient à un groupe semblable à Hp « o^, qu'il nous suffira déconsi- 
dérer pour avoir la classe de L. D'ailleurs, à cause de (iC), Hp o^ est bien de 
classe ^/?l*" — /?l^"-<</>t^"—/?t^"-"+\ si|JL/i — 1 > |jl/i — /i -h i, ou /i > 2 (•). 

On continuera de la sorte. 

Admettons qu'on arrive ainsi à montrer, si la lettre p/ a tous ses indices nuls, 
sauf a^,= I (mod/?!*) : 1" que Hp^pp^ p. permute exclusivement entre elles les 
lettres pour lesquelles ^r,,...,^^'/ étant arbitraires, les autres indices sont 
^:=o(mod/>), lettres en nombre /?^l^~*^^"''^+l^', et qui ne comprennent pas ^i^%\ 
2" que (5/4.1 est permuté transitivement par Hp^ p. avec l'ensemble E|^| de toutes 
les lettres pour lesquelles un des indices t/^.!, . . ., Xn est pd o(mod/?); 3** qu'au- 
cune substitution de Hp^ p. ne peut laisser immobiles toutes les lettres de E/. , 
sans se réduire à Tunité. Enfin une substitution de Hp «^ p. ne peut être déclasse 
inférieure à 



\' P"-'} 



(20) p^ 

que si elle appartient à un groupe semblable à Hp q^ p.^ , qu'il nous suffira de 
considérer pour avoir la classe de L, cette classe, à cause de (16), ne pouvant être 
supérieure à (20). 

Nous classerons dans la première catégorie de Hp^p^ p.^^ les lettres que ce 



(') Quand n = 2, Hp,pjp,= i; Hp.p, est de classe à la fois au plus et au moins égale 
d p^V- — p*V-~^y c'est-à-dire précisément de classe ^' H- — /?*l*-*. 
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groupe pcrhfiule avec ^i^2' Les siibstilutions de Hp^ p.^^ sont de la forme 



3o7 



(21) 



ar, 



•2^/V3 



X 



n 



,/>3 



,/>3 



« ^. 



•3^1 ~l~ 'ï I *^/-J-3 •' • • • ~i ^ I "^*/i 



»^l-+-i ^/-«-S ~^~ ^l>J '^/-4-3 H~ • • . H~ ^/-j- j «^/l 



/l 



^/+-3 '^/-+-3 ' • • "» ^/ + 3 '^/I 



^/t •^/-+-3 "H • • • ^" ^n^a 



(modyol^). 



Leur nombre est 



Çl(f,nn-i-i))p^{n-i~%){i+1)^ 



^1+2 est alors permutée par Hp^ p.^^ avec 



B/-»_* — 



'/-Hî 






Or, d'après (i4) et la page 3o4, 



û(^,|i(/i- i-D) -- (^|i^ ,j _ i_ i)p\L[n-i-'ï)Q(p\L(n-i~l)>i^ 



)v = ^(« — i 

z=lJ.[i-hl) 



l) (/ -h l) — [A(/1 — i — ^0 (' + 2) -h |JL(/I 

ix(n — i— i)=:ixn, 



— i — 2) -h ix(/i — i ~ i) 



(22) 



B.., = y..''(.-^-^) 



D'autre parr, Hp^ p.^^ permute exclusivement entre elles les lettres pour 
lesquelles o^i, ...,:r/^i étant arbitraires, les autres indices sont ^ o (mod/>), 
lettres en nombre 



(a3) 



p\Hi-hl)-hl\L~l)(n-i-\) -^ pl[L-l'<n+i-\-l 



et qui ne comprennent pas Pi+j. H résulte de (22) et (23) que Hp^ p.^^ permute 
transitivement ^1^2 s^vec Tensemble E|_^2 des lettres pour lesquelles un des 
indices J7|^2 9 ...,^/iest ^ o(modp). Enfin, aucune substitution de Hp^ p.^^ ne 
peut laisser immobiles toutes les lettres de E/^2 sans se réduire à Tunité et, par 
suite, ou bien est de classe au moins égale à 



(22) 



pV.n _ p\l 



/I- /l-t-/^ 1 
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OU bien appartient à un groupe semblable à Hq _p.^,, qu'il nous suffit de consi- 
dérer, sous la condition que ce groupe soit de classe Sp^'^ — ^|t//-/i+i+i^ 

Il est ainsi établi, en général, que le raisonnement peut se continuer tant 
que «' + 2 £ /i. Supposons / 4- 2 = n, 

^?» ..p» ^^ réduit à Tunitc : Hp^ p^_^ déplace toutes les lettres de £« et ne peul 
être de classe inférieure à 



pV- 



/«__y;!X/l-1 — y;,|X/l/, _ 1 j 



Les substitutions de H« a sont de la forme 

Po • •• pn--i 

avec la condition «'J^ o(mod/>). Parmi elles, il y a la substitution (16), qui laisse 
invariables y»K""« lettres exactement et déplace la lettre (o, ...,o, i). On en 
conclut, d\ine part, que Hp^ p^_^ ne peut être de classe inférieure à /?!*" — />^'~S 
d'autre part qu'il ne peut être de classe supérieure; donc il est de classe/?**" — p\"'~*. 
Nous obtenons ainsi le théorème suivant : 

Théorème iV. — Le groupe linéaire général de degré pV-" à n indices 
(modp\^), p étant un nombre premier quelconque y est de classe p\^* — pV^~*. 

Nous allons compléter ce théorème en donnant quelques indications sur la 
classe des substitutions contenues dans ce groupe linéaire L. 

D'après ce que nous avons vu (p. 3o6-3o^), Hp^p^ , p. permute transit! vemcul 

entre elles exactement pV^'li j—.j lettres de sa première catégorie. Une 

substitution de Hp^ p. déplace donc ces pV^' — ^({a-i)//-i-i lettres, ou est semblable à 

une substitution de Ha g.^ . 

p» ••• Pi+i 

Hp^pj p. permute transitivement entre elles, exactement, />!*" — />H^~""*'' lettres 
de sa première catégorie. Une substitution de Hp^p^^.p^. qui ne déplace pas toutes 
ces lettres est semblable à une substitution de Hp^p^ p.^,. Considérons une substi- 
tution S de Hp^p^ p. qui les déplace toutes : 



8 = 



.r, 



X 



i-hl 



H 



Xy 



a^ «^z+i 



-H. . .-haî.r« 



Xi Xi -h a^ * Xi^^ -H . . . -h a? J7„ 



^/-J-l -^l-Hl -^ • • . 



^/+ I «^« 



a 



n 



X 



i-HI 



. -4- a,f^Xfi 



{moép^). 



S peut laisser immobiles certaines des lettres X pour lesquelles x%^ . . ., ;r/ sont 
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arbitraires, les autres indices ^ o (modp)^ en nombre y^l*""""^', lellres qui n'ap- 
partiennent pas à la première catégorie de Hp^p^ .p.. On les détermine, si 
Xi^i = 5/+i/?, . , .,x,i= \np^ par les congruences 



(^4) 



\ 






a"c,i=o 



{xxïodpv-'^y 



a 



n 



4/-+-I 



{a\\^i)ln^o 



Si ces congruences ont 6 systèmes de solutions en $14.1, ..., $/i, le nombre de 
ces lettres est /?^'6. S déplace ainsi p^* — /?i"8 lettres. 

D^autre part, ces congruences (24) donnent aussi le nombre />^l*~»J'6 de lettres 
laissées immobiles par la substitution 



2 



c.t 



ll+«r'i+l + . •• + <!« 



1/ ^+«r'?/^. 



?/^. 



in 



^i+l S«-»-l 









+ <?« 



(mo(l/yl^->). 



Soit 6|^|i l'expression la plus générale du nombre de lettres déplacées par 

une substitution quelconque de Hp^p^ p.; p^V-"^^" — /)(l*~*)'6 est de la forme 

-®i,li-i et le nombre de lettres déplacées par S est compris dans la forme 

p\i.n — p^^~"'^^-\-p'Si^^_i. Le nombre de lettres déplacées par une substitution 

de Hp^p^.p.^^ analogue à S est compris dans la forme 



pV-n^plL 



rt— n-+-i+I 



p^^^S 



/-»-l,|x-l. 



Etc., 

Finalement Si^^ est compris dans la forme p^' — P^^'^'^'^^ "^ P^^j.^^M o" 
j = ij / H- I, . . ., ou n. On en conclut que B^^ est compris dans la forme 

oùy, = 0, I, ..M0u/i;y2=yi,yi + 1, ..., ou n; ...; yA=yA_i,yA_i4-i, ..., ou/2, 
car on établit, de suite, cette formule exacte pour Xr = i , pour des valeurs de k 
croissantes. Finalement, puisque Sj j^,=/?« — /?>»», avec y|A=yji_,, y|4_, -f-i, ..., 
ou /i, 60, {& est compris dans la forme 

Si nous prenons y |A=y|A«i =. ..=y, ,44.1 = /î, jm quelconque =0, i, 2, ..., 
ou /i, y, =j2=...=jm-i = o, ce qui est possible, y ,-i-...-j-y|4= (|jl — m)n -hj,„ 
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est un quelconque des nombres o ù u/i. Finalement, O^.jt est compris dans la 
forme />t*^ — />*i où yj = o, i, 2, . . ., ou (xn — i. 

Le maximum est bien p^ — i et le minimum p^^ — p^~^. 

D'autre part, Hp^ est transitif entre toutes les lettres de la première catégorie, 
c'est-à-dire entre toutes les lettres dont un indice est premier à /?, lettres qu'il 
permute exclusivement entre elles; mais Ha qui contient la substitution 

I «^i» '^î» • • • » «^/i î «^1 ~i~ «^î» ^tf • • • » ^n I (mo(ipi^), 

remplace (o,/>, o, . . ., o) par (p, />, o, . . ., o) et n'est pas transitif entre les lettres 
qu'il déplace. 

On a ainsi ce théorème : 

Théokkmk V. — Le groupe linéaire général non homogène de degré pV" 
à n indices (mod/>i^) ne peut contenir que des substitutions déplaçant p^ ou 

P =pV''' — p^ lettres 

ai^ec r, = o, i, 2, . . ., 0(/ [jl/i — 1 ('). 

Le groupe linéaire général non homogène n^est ni deux fois complètement, 
ni deux fois incomplètement transitifs quand [jl >> 1 . Il est imprimitif {^), 

On en déduira facilement la classe des substitutions d'ordre 2 que peut renfermer 
le {groupe. Il suffira de faire P ^ o(mod2). 
Supposons, en particulier, jjl = 2 : 

P est pair quand p est impair, mais ne peut être égal à p^" ; si /> = 2, P n'est 
piiir que si r, ^ i . 

Nous obtenons ainsi, à titre d'exemple d'»pplication du théorème I, le corollaire 
suivant : 

Corollaire. — Une équation de degré p'^**, et dont le groupe est contenu 
dans le groupe linéaire (mod/?^) ii n indices a : 

I" Si p > 2, ou />2" — /A» < /;2" (y, r= o, I, 2, . . ., ou in — 1) racines imagi- 
naires; 

2* Si p ^= iy o ou 2 2" — 2^» (y; = o, 1 , 2, . . ., ou 2/1—1) racines imaginaires. 



(ï) Ce qui précède ne prouve d'ailleurs pas qu'il en contient eiïeclivcmenl de chacune do 
CCS classes, sauf de la classe /?{*" — /jH-'*-*. La formule du ihéorème V perfectionne une for- 
mule indiquée par nous dans les Comptes rendus, 11 avril 1904, p. 891. 

(') Jordan, Traitéy p. iio. 
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VI. 

LES SUBSTnUTIONS d'oRDRE 2 DAKS LE GROUPE LlIVÉAinE. 

On peut perfectionner les énoncés du paragraphe précédent en ce qui concerne 
la classe des substitutions d'ordre 2. 

Quand on applique le théorème I, on est, en effet, conduit à n'envisager, dans 
le groupe G, que les substitutions d'ordre 2. Supposons déterminées les classes 
des substitutions du groupe G, [Xi, [Xo? •••• Les substitutions d'ordre 2 de G ne 
pourront avoir comme classe, que ceux des nombres |jL|, [jl^, ... qui sont pairs : 
soient 2X1, 2X2, ... ces nombres. 

Si, de plus, nous avons pu établir par un procédé quelconque que G ne con- 
tient que des substitutions paires, c'est-à-dire (•) équivalenles à un nombre pair 
de transpositions, les substitutions d'ordre 2 de G seront formées d'un nombre 
pair de cycles, c'est-à-dire sont de classe multiple de 4- Finalement les substitu- 
tions d'ordre 2 de G ne pourront avoir comme classe (|ue ceux des nombres 2)^, 

2X2, . . . qui sont multiples de 4? 4^|9 4^1? 

Cherchons à appliquer cette remarque aux groupes linéaires. D'après un théo- 
rème de M. Jordan (^), nous savons que le groupe linéaire homogène à n indices 
est dérivé : 

I® Des substitutions 

2° Des substitutions 

où c est un quelconque des nombres premiers à m, 

La première, g, de ces substitutions laisse invariables, exactement, les lettres 
pour lesquelles xj^ o(modm), en nombre m"~*. Sa classe est 

m»— m^-^zn ni"-^{m ■— i). 
Son ordre est m. 

La deuxième, g'j laisse invariables les lettres telles que (c — \)x„^ o(mod/?î). 
Soit 8 le plus grand diviseur de c — i et /// : 



c — 



j-^a7„ = o^mod^j; 



(*) Sbrrrt, Algèbre supérieure, t. II, 5* édition, i885, p. 273-n77. 
(') Traité des substitutions, p. 93. 
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m 



x,t a valeurs distincles nuilliples de -v» et la substilullon g* en question laisse 
exactement om" ' lettres immobiles, c'est-à-dire est de classe 



m" — om'* ~^=z m" ^(m — o); 

peut prendre ici une quelconque des valeurs des diviseurs de m qui sont < m. 
Supposons d'abord m premier =/>; = 1. La classe des substitutions^,/?^, 

génératrices du groupe, est p"~^{p — 1) : c'est aussi (théorème III, p. 299) la 

classe du groupe. L'ordre de ^ est/?, celui de «^' est un des diviseurs, quelconque, 

d' de p — I. 

Si /> = 2, celle classe, 2""*, est toujours multiple de 4 qnand n^i; g'= i et 

ordre de ^:= 2. 

Lemme. — Le groupe linéaire {mod 2) à n indices (n^i) ne contient que 
des substitutions paires. En particulier, il ne contient pas {*) de substitution 
d'ordre 2 et de classe 2" — 2. 

Nous allons encore traiter le cas des substitutions d'ordre 2 du groupe 
linéaire (mod/>), (/>>>2). 

Si Ton se reporte à la forme canonique des substitutions linéaires (mod/>) 
indiquée par M. Jordan (^) et à la détermination de Tordre d'une substitution 
linéaire de forme canonique donnée, on voit que les quantités A*©, Xti, ..., qui y 
figurent, devraient satisfaire [formule (4) de la page 127 du Traité des substitu- 
tions de M. Jordan] à A*j ^ /^ ^ . . . =: 1 (mod/>), ce qui donne Â'o; X'i, ..., 
==zt I (mod/?); les autres relations (4), du même Traité, étant impossibles, 
montrent que la forme canonique est 

\yu ...,//i; Êi/i, ...,Ê/»7;il (mod/?) 

où fil, . . ., s,/ sont égaux à if= 1 . Les quantités A-©, A*,, . . ., étant réelles,^ on peut 
ramener une substitution linéaire d'ordre 2 (mod/?) à sa forme canonique par 
une transformation d'indices réelle; toute substitution (') linéaire d^ ordre 2 
est semblable à la substitution 

^'' — |.r,, ...,.r„; £,.r,, ...,£„or,J (mod/?) 
o(V £| , . . ., e„ sont égaux à ±1. 



{^ ) Ceci résulte d'ailleurs du fait que le groupe linéaire homogène à n indices (mod 2) est 
simple pour /i ^ 3 (Jordan, Traité des substitutions ^ p. ro6). 
(*) Traité des substitut ionSy p. 126. 
{^ ) Comp. notre Thèse de Doctorat, p. 8G. 
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Il ne nous reste plus qu'à voir dans quels cas, parmi les subslilutions ^', il y a 
(les substitutions impaires. 

Si A' des quantités Si, ...,£/< sont = — i , nous pourrons toujours supposer que 
ce sont les k premières, et 

^ rzz j j:?j, • • • » ^ky -^A-f-ij • • • > -^z/ î ^\y • • • > — ^k9 «^A+l» • • • » «^/i I yïfiOLXp), 

Cette substitution d'ordre 2 laisse immobiles exactement les lettres telles que 

eu nombre /?""■*, et renferme - (/?" — p"^^) =z p"-^ L — cycles de 2 lettres. 

Celte substitution est de classe /?" — ^"-*(/r=i, 2, ..., ou n)\ elle sera donc 
impaire à la condition nécessaire et suffisante que 

'- — ^ nzaX-M, />*— 1 = 2 (mo(l.l), 

^*H=3=— I (mod4)» 

ce qui exige A* impair dp = 4 A — i ; quand p z= ^h -^ \^ au contraire, on n'a que 
des substitutions paires d'ordre 2. 

Théohème. — Les substitutions (f ordre 2 cV un groupe linéaire (mod/?) 
(yt>>>2) à n in f lices sont paires quand p=zf\h-\-\^ paires ou impaires 
quand p = 4 A — » • Hy ^^ ^ de chacune des classes p"~^{p^ — 1) (A* = 1 , 2, . . ., 
ou n). 

Lapremicre partie de ce théorème peut d'ailleurs s'établir plus simplement : 
la substitution g' pour c = — 1 est d'ordre 2 à p""^ ~ cycles et est impaire 

quand /> = 4/* — 1; d'autre part, quand jd = 4 A + > > '^s seules classes possibles 
sont (théorème ILI, p. 299) multiples de 4? d les substitutions d'ordre 2 sont toutes 
paires. 

Mais on peut appliquer au groupe linéaire homogène (mod2) un raisonnement 
semblable : en effet, d'après la forme canonique des substitutions de ce groupe 
{Traité des substitutions de M. Jordan, p. 127), A"J ^ A*^ ::=... ^ i , 
2A'Jî^ 2/:^^ . . . ^ o, les autres relations (4) de M. Jordan élaut impossibles. La 
moitié des indices d'une substitution d'ordre 2 du groupe linéaire homogène (mod2) 
au moins, doit rester invariable, c'est-à-dire a toujours la forme 

g = I X^y ..., OCfi^ J?!, J^j-h Xy^ J"3, J^i -H J3, ,.., X^if . y, X^k "i~ ^iA-i> ^tk-¥\y -^jA-f-jj •••> *^n \ 

(mod2), 
Fac, de T., a- S., Vï. 4^ 
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les indices pouvant encore être supposés réels, puisque A©^ A*| ^. ..^ i (moda). 
Aulrenaent cHi(Jordan, Journal de Mathématiques, 1872, p. SSi-SSy) : 

Toute substitution linéaire homogène d^ ordre 2(niod2) à n indices est 
semblable à la substitution 

A ^^^ I ^1» • • • » -^n? «2^1» '^j -H «^i> • • » ^tk—\i <^îA"t- Xik—Xf ^îk-^if ^îA-H> • • • > *^m | 

(moda), 
et de classe 2" — 2"~* Âr== 1, 2, . . ., ou E( -- j • 

Celte substitution ^" laisse invariables les lettres d'indices 

j?, = 0:3 = . . . = j:j^._,= o (mod2), 

cV'st-à-dire est déclasse 2" — 2''"* A- = i, 2, . . ., Ef - | ; il existe toujours des 
substitutions d'ordre 2 pour chacune de ces E[ - ) valeurs de k. 

Examinons encore le cas où m = 2^(v>>i), et voyons si le groupe linéaire 
homogène (mod2^) contient des substitutions impaires d'ordre 2, en étudiant les 
substitutions g et g'. 

Parité de g, — g est de classe 2^^"~'^(2^ — 1); son ordre est 2^. Si xj= 29Ç, 
où cp<v, Ç impair, g remplace Xi par :ri+2^5, Xi-h^^^ par Xi-{' 2.2^^^ ..., 
Xi-^-a, 2?Ç par Xi-{- (a -{- 1)2^^, ..., c'est-à-dire que g comprend 2^^""^^ cjcies 
de 2^"? lettres correspondant à Xj= 2^5, et à une même valeur de Xiy d'où 

2 2^-? 

cycles de 2^"? lettres correspondant à l'ensemble des lettres pour lesquelles xj est 
divisible par 2? sans l'être par 2?+*. Ces cycles équivalent, comme on sait, à 

2v{n-l)-l(2V-9_ ,) 

transpositions. 

Il est, en général, inutile de calculer à combien de transpositions équivaut g^ : 
nous savons que g est une substitution paire dès que 

v(/i — i) — i^i, v(/i — 1)^2, 
ce qui a lieu dès que /i ^ 3 ou « = 2, v ^ 2. 
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Si ;i = î, V = 2, G est un groupe de degré 4 à un seul indice 

|a7, ax -h b I (mod4). 

La substitulion |x, — x\ (mod4) est d'ordre et de classe 2, par suile im- 
paire. 

Parité de g" . — En général, on remarquera que g' permute entre elles les 
lettres pour lesquelles or,, . . ., Xn-\ ont mêmes valeurs : si g' opère une substitu- 
tion circulaire d'ordre a entre les lettres correspondant à un certain sj^stème de 
valeurs de Xx^ ..., ^«_i, et aux valeurs x'^y a:*, ..., xjf^dea:,,, g" opère une substi- 
tution circulaire de même ordre a entre les lettres qu'on déduit de celles-là en 
donnant à ari, . . ., Xn^\ des valeurs quelconques : l'ensemble de ces substitutions 
circulaires équivaut alors à (a — 1)2^^""*^ transpositions. Donc g' équivaut à 

transpositions : quand /^ >• i , ce nombre est pair, et g' est paire. 
Au contraire, si // = i 

g'^\x,, —^,1 (mod2^) 

est d'ordre 2 et laisse immobiles exactement les lettres telles que j^'iZeh— ^, (mod 2^^), 
c'est-à-dire o, 2^"*; donc g' déplace 2'' — 2 lettres et est une substitution im- 
paire. 

Nous conclurons ce théorème : 

Théorème. — Le groupe linéaire (mod 2^) (v>-i) à n indices ne contient 
que des substitutions paires quand n>i. Il en est différemment pour 
/i = I. 



VII. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

Le rapprochement du théorème I, de la remarque III du théorème II, des théo- 
rèmes III, IV et V et de leurs corollaires nous donne dès lors, de suile, un 
certain nombre de propriétés géométriques. 

Ainsi (p. 295), le groupe de l'équation aux points d'inflexion des courbes du 
troisième degré est contenu dans le groupe linéaire non homogène (mod 3) à 
2 indices, dont la classe est 6 (théorème III) : donc 

I. — Si un des points dHnflexion d^unc cubique (à coefficients réels) est 
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imaginaire, 6 ou 8 des points d^ inflexion de la cubique sont imagi- 
naires ('). 

L*équalion aux 4^ cubiques ayanl en trois points un contact du troisième ordre 
avec une quarlique générale a son groupe contenu dans le groupe linéaire non 
homogène (mod4) à 6 indices (p. 297). D'après le corollaire du théorème V et le 
ihcorème TV (et la page 3i5). 

il. -r- Parmi les 4" cubiques ayant en 3 points un contact du troisième 
ordre avec une quar tique générale irréelle) il y en a o ou 4* ou 4* — 2^ 
(r, = 2, 3, . . ., ou II) qui sont imaginaires. 

En particulier, s* il y en a une imaginaire, 2*' = j4" ^w moins sont inia- 



g ma ires. 



L'équalion aux 3* — i systèmes de cubiques (p. 298) ayant en 4 points un con- 
tact du deuxième ordre avec une quarlique générale a son groupe contenu dans 
le groupe linéaire homogène (niod 3) à 6 indices. Choisissant, parmi ces cubiques, 
celles qui ont, en particulier, un point réel déterminé de contact sur la quartique, 
nous déduisons des théorèmes I et IIl le résultat suivant : 

m. — Parmi les 3° — i cubiques ayant en 4 points^ dont un réel arbi- 
trairement choisi, un contact du deuxième ordre avec une quartique géné- 
rale {réelle)^ si une est imaginaire, il y en a 

3«— 3% 3«— 3*, ..., 3*^ — 3 ou 3"—! 

qui sont imaginaires. 

En particulier, sUl y en a une imaginaire, 3® — 3^=| 3* au moins sont 
imaginaires. 

L'équation aux 2" — 1 = 63 systèmes de coniques tangentes en 4 points à une 
cjuartique générale (p. 280 et 298) a son groupe contenu dans le groupe linéaire 
homogène (mod 2) à 6 indices. Raisonnant comme ci-dessus (d'après la page 3 14) : 

l\ , — Parmi les 9/' — i = 63 coniques tangentes en 4 points, dont un réel 
choisi arbitrairement, à une quartique générale (réelle), si une est imagi^ 
naire, 

2®— 2^=: 2'z= 32, 2*— 2*=r48 ou 2*— 2^=56 

sont imaginaires. 



(•) Comparer Skrrrt, Algèbre supérieure, t. II, 5'' édition, i885, p. 6i3. — Salsion, 
Géométrie analytiijue {Courbes pianes)^ traduction Chemin, Paris, i884i Chapitre V, 
en particulier Section III. 
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En particulier^ si une est imaginaire^ 25=32 = ^2^ au moins sont ima- 
ginaires. 

V. — Parmi (') les 3^" courbes du cinquième ordre ayant en \o points un 
contact du second ordre avec une sextique générale irréelle), il y en a 



so 



o, 3*0-3'% 3^0— 3*% ..., 3*0—3 ou 3 

qui sont imaginaires. 

En particulier, si une est imaginaire, 3^® — V^ = \Z^^ au moins sont ima- 
ginaires. 

VI. — Parmi les 4"= \(S plans (^) qui coupent une courbe gauche du qua- 
trième ordre en ^points consécutifs, s^ il y en a d'imaginaires, 8, 12 o// i6 
sont imaginaires. 

On pourrait évidemment multiplier ces exemples. 

L'application du théorème I réussit encore dans des cas où il n'y a pas lieu à 
l'application des théorèmes II et suivants. 

On sait (') que les 16 plans langenls singuliers de la surface de Kummer dé- 
pendent d'une équation du seizième degré dont le groupe G est contenu dans le 
groupe linéaire non homogène de degré 16 à 4 indices (mod 2). De plus, le 
groupe G est dérivé de 6 substitutions (substitutions A, B, G, D, E, F de 
M. Jordan) toutes paires. D'après le théorème III, les substitutions d'ordre 2 de 
G, qui doivent être paires, par suite déplacer ^li lellres, ne pourront être que 
des classes 8, 12 ou 16. 

Des propriétés semblables ont lieu pour les 16 points singuliers de la surface 
de Kumroer : les 16 points étant 6 à 6 dans les plans tangents singuliers, on peut 
leur appliquer les raisonnements que M. Jordan applique aux plans tangents sin- 
guliers. 

VII. — Parmi les 16 plans tangents singuliers de la surface de Kummer, 
il y en a o, 8, 120// 16 qui sont imaginaires; de même parmi les 16 points 
singuliers de cette surface. 

Il est encore intéressant d'utiliser la méthode générale indiquée au début du 
paragraphe V pour déterminer la classe des substitutions d'ordre 2 du groupe G 



(*) JoRn\N, Traité des substitutions j p. 3o8. 

(') Id., |). 3o8. Le groupe correspondant contient effectivement des substitutions d'ordre 2 
et de classe 8 ou i?.. 
(') Jordan, Traité des substitutions y p. 3i3. 
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qui contient celui de Féquation aux 27 droites des surfaces du troisième degré, 
et est dérivé des substitutions A, B, C, D, E, F de M. Jordan [Traité, p. 3 16). 

G est transitif entre les 27 lettres a, 6, c, rf, e, /, g, A, /, A", /, m, a, /?, y, 
/', 5, ^, tt, /7i', n', />', y', r , 5', ^', u\ Les catégories (10) se réduisent à une. Il 
suffit de déterminer la classe de H^. 

W(i permute transilivemcnl entre elles, d'une part, 

b, c, d, e, /, g, /i, i, k, /, 

c'est-à-dire les 10 lettres qui figurent avec a dans un même trio du 'Tableau des 
45 triangles (*), d'autre part les 16 autres lettres de G, 



m, 71) 



.., ^/', 



comme on le vérifie en considérant successivement les i5 substitutions 



DECD^ 

DE 

DC* 

D^ 

DEC* 

D 

DEC 

DEB«D 



) 



(m/i . 

{mp ...) 
{mq ...) 



) 



( mr . 
{ms ...) 
{mt . . . ) 
{mu . . .) 
( mm' . . . ) 



Pour déterminer la classe de H^, i 

et Wam» 



DECB 

D«B 

DECBDE 

DEB* 

DECBD» 

DEB 

DECBD 



( mn' ...)... 
{mp', ..)... 
{mq',..)... 
{mr' . ..)... 

{ms' ...)... 
{mf ...).,. 
{mu' , ..)... 



suffira de déterminer celle des groupes H^^ 



Premier cas : Groupe Haà' — cibc est laissé immobile par H^^, en sorte que 
llrt^= Hflôc (Ha,a,a, ... ^^^ '^ groupe des substitutions de G qui laissent a,, a^, 
aa, ... immobiles). L'ordre 3Q.ab de H^^ est 



(.' 



27. 10 



= 8.24. 



iiabc peut déplacer une quelconque des 24 autres lettres. H^ permutant exclu- 
sivement entre elles 6, c, . . ., / d'une part, m, /i, . . ., a' d'autre part, il en esl de 
même de 11^6^ 



( M Le dixième triante du Tableau de M. Jordan esl cm' n' et non cm'n. 
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^abc permute transitivement 

d, /i, k, g, /, I, /, e, 

comme le montrent les substitutions C, D, E, ED, DC. De même, il permute 
transitivement m, /?, ..., u d'une part, m', n'^ ..., u' d'autre part. 

Les catégories (lo) correspondant à l^abc seront alors représentées ici par les 
groupes 

"■ahcdi ^^abcfftf *^abcm'» 

D'où 3 sous-cas à distinguer. 

Premier sous-cas : Habcd* — Comme l'a montré M. Jordan, et comme on le 
voit de suite, 



et 



^^abcde — —zr~ — ^^' 



Opérons sur Habcde comme nous l'avons déjà fait sur G et ses sous-groupes : 
Habcde contient D, E, F, et en est évidemment dérivé, car on vérifie que le groupe 
dérivé des substitutions opérées par D, E, F entre /w,/>, r, t est le groupe symé- 
trique de 4 éléments. 

Formons les catégories analogues à (lo). ^abcde permute transitivement 

/, g> Ih h ^, i; 
m, p, r, t; 

m'y p% r', t'; 

n, qy s, u; 

n'y q' y 5', u' , 

Il suffit de considérer les sous-groupes suivants : 

^abcdefi d'ordrc 4, qui contient F et DEDF de classe 12, DED de classe 20, et 
est de classe 1 2 ; ^^abcdem^, d'ordre 6, dérivé de E et F, et dont la classe est évidem- 
ment 12 ; 

'^abedtm'-— *^abcdem^— ^abcden"^— ^abcden'' 

Deuxième sous-cas : ^abcm= ^abcmn' — Il est encore d'ordre 24, et contient 
les substitutions C, E, F dont il est dérivé. 
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Formons les catégories analogues à (lo). Uabcmn permute traDsitîvement 

d, /«, /, /; 

p, 7, r, .ç, ^ ii; 
///', s\ n'y q'; 
/^^ r\ l', p'. 

Appliquant la condition (A) (p. 299), nous n'avons à considérer que 

^^abcmnu d'ordrc 4, 

^abcmnin- d'ordrC 6 

ou 

^abcmnn' d'ordrC 6. 

^abcmnm' csl dérivé de E et F et contient î, E, E*, F, E"*FE, E~^FË^; sa classe 
est 1 2 : 

*^ahcmnn '—'- ^'abcmnm'* 

Enfin ^ahcmnu laissc t immobile, et contient 

Œ = {dk){hf)i,el){ig){m'u'){s'q'){pq){rs){n't'){p'r') de classe 20, 

C-» FC = {dk)(el){l'n'){m'u'){qr) (ps) 
et 

Œ.C''FC^{/h){gi){q's'){p'r'){pr){qs) = EFE-K 

Habcmnu <>Sl de claSSC 12. 

Troisième sous-cas : Ha5cw= Habcmu- — H est encore d'ordre 24 et contient 
E et F. Habcm' contient également 

K = (gd){hk)(il){e/){np){su)(nij){rl){r's'){l'u'), 

par suite, 

K-'EK = {ekh) (dli) (ntr) {mus) ip' s' u') {q' r' t'). 

Nous considérerons le sous-groupe de celles des substitutions de Uabcmn' qui 
laissent une autre lettre immobile. 

Si cette lettre est une des lettres rf, e, /, g, h, /, Ar, /, le sous-groupe corres- 
pondant est semblable à un sous-groupe de Habrd'j on applique la condition (A) 
(p. 299). Si c'est une des lettres m, a,/?, q^ r, ,ç, t, u, le sous-groupe correspon- 
dant est semblable à un sous-groupe de Uabcm] on applique encore la condi- 
tion (A). Il suffit de considérer le cas où c'est une des lettres/?', q', r', y, z', a'. 
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iiamq Gst dérivé de ces 3 substitutions, car Hamqp' conlieot F et esl d'ordre 2. 
Nous n'avons d'ailleurs à répartir en catégories que les 9 lettres précédentes. 
Il suffit de considérer 

Hamqp= Hamqpb Cl cst contcnu daus Habj 1» coudilion (A) s'applique. 
Hamqp' se réduit aux substitutions i et F et est de classe 12. 

Tous les cas sont ainsi épuisés, et nous voyons que la classe du groupe G de 
l'équation aux 27 droites des surfaces du troisième degré est I2< 

Mais on peut aussi déterminer les classes des substitutions d'ordre 2 contenues 
dans ce groupe G. D'abord G ne contient que des substitutions dérivées de A, B, 
G, D, E, F qui sont paires : ses substitutions d'ordre 2 auront leur classe multiple 
de 4 et déplaceront^ 12, 16, 20 ou 24 lettres. Nous avons rencontré une substi- 
tution d'ordre 2 et de classe 20 (p. 3 19); mais nous allons voir qu'il n'y a pas de 
classe 16. 

S'il y avait une substitution déclasse 16 et d'ordre 2, il yen aurait une dans 
le groupe H^, par suite dans llab= ^abcj ou H^;». 

1° Si c'était dans Habc-i il y en aurait une dans 

Si c'était dans Habcdey ce groupe est dérivé de D, E, F, et déplace exactement 
22 lettres; donc il y aurait une substitution de classe 16 dans Habcde/y ce qui n'est 
pas, ou dans Habcdem dérivé de E et de F, ce qui n'est pas. 

Si c'était dans Habcmny ce groupe est dérivé de G, E, F et déplace exactement 
22 lettres; donc il y aurait une substitution de classe 16 dans Habcmnu dont les 
substitutions sont de classe 12 et 20, ou dans liabcmnm'^=-Habcmnn' dérivé de E 
et F et dont les substitutions d'ordre 2 sont de classe 12. 

Si c'était dans Habcm'n't ce groupe est dérivé de E, F et K^'EK et déplace 
encore exactement 22 lettres; donc il y aurait une substitution d'ordre 16 
dans Habcm'n'p' dout les substitutions sont de classe 12 et 20^ 

Finalement H^^^ ne contient pas de substitution de classe 16. 

2" Si Ham en contenait une, il y en aurait une dans Hamq^ dérivé de B, 
F et E * G""' FGE, et qui déplace 24 lettres, il y en aurait donc une dans Hamqp' qui 
ne contient qu'une substitution de classe 12. Ham ne contient pas de substitution 
de classe 16. 

Finalement G ne contient pas de substitution de classe 16, et nous obtenons, 
grâce au théorème I, ce résultat : 

Vlll. — Le groupe de ^équation aux 27 droites des sur/aces du troisième 
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degré est de classe 1 2 ; ses substitutions d^ordre s déplacent 2^^ 20 ou 12 lettres. 
Cette équation possède 3, 7, i5 ou 2'] racines réelles. 

Parmi les 27 droites d'une sur/ace du troisième degré^ si a sont réelles, 
a est un des nombres 3, 7, i5 ou 27 ('). 

Ce quî précède va encore nous donner une application dans la théorie des 
courbes du quatrième degré (c'est-à-dire des quartiques). On sait que ces courbes 
possèdent en général 28 tangentes doubles; le groupe G2 de Téquation détermi- 
nant ces 28 tangentes est contenu dans un groupe F, dont le sous-groupe H 
formé des substitutions laissant une même lettre immobile coïncide avec le 
groupe de G de l'équation aux (27 droites des surfaces du troisième degré. F est 
donc de classe 12, et ses substitutions d^ordre 2 déplacent 12, 20, 24 ou 28 lettres. 

IX. — Le groupe de Uéquation aux 28 tangentes doubles des quartiques 
générales est de classe 12; ses substitutions d^ ordre 2 déplacent 28, 24, 20 
ou 12 lettres. 

Cette équation possède o, 4? 8, 16 ow 28 racines réelles. 

Parmi les 28 tangentes doubles des quartiques générales, si et sont réelles^ 
OL est un des nombres o, 4» 8, 16 ow 28 (*). 

On peut songer encore à faire application du théorème I à d'autres problèmes 
de contact, étudiés par Clebsch et à des équations corrélatives envisagées par 
M. Jordan (Traité, p. 329-333). Ces groupes sont : 

1® Les deux groupes de Steiner, dont nous venons d*étudier un cas particulier 
(groupe de Féquation aux 28 tangentes doubles des quartiques générales); 

2° D'autres groupes non linéaires (y/W^e, p. 33i). 

Ce qui précède pose le problème de la détermination de la classe de ces groupes 
et de celles des substitutions d'ordre 2 qui y sont contenues. 

Nous nous contenterons de remarquer à ce sujet que le premier groupe G^"^ de 
Steiner à 2/1 indices est dérivé ( Traité, p. 23 1) de substitutions d'ordre 2 et de 
classe 2Jl;,_i, où 

Jl„=2«'*-* — 2'*-'. 

Ces substitutions sont paires dès que 

Sin-i = 2*'*-' — 2"-* = O ( mod 2 ), 

(*) Comparer, par exemple, d'Ocagne, Nouvelles Annales, 1895, p. SSg et suivantes. — 
L. LÉVY, id., p. 334 et suivantes. 

(*) D'après Salmon, Géométrie analytique {courbes planes), traduction Chemin, 
Paris, 1884, p. 3i2, Zeulhen a montré qu'une quartique peut posséder exactement i, 8, 16 
ou 28 bitangentes réelles {Math, Ann.y t. VII, p. 4^0- ^1 resterait à voir si le groupe de 
l'équation contient des substitutions d'ordre 2 et de classe 28. 
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c'est-à-dire n^3. Il en sera, a fortiori ^ de même pour le second groupe de 
Sleîner G,"^ qui est contenu dans G^"^ Donc : 

X. — Les deux groupes de Steiner à in indices^ de degré S^n= a^""* — s""* , 
ne contiennent que des substitutions paires^ quand /i53. Une équation de 
même degré y dont le groupe est contenu dans un de ces groupes, a ^h racines 
imaginaires (A entier). 

Le théorème II est susceptible d'extensions au cas où la quantité r (p. a86) 
n'est pas un nombre premier, ni une puissance de nombre premier. Nous allons le 
vérifier sur un cas particulier. 

On sait que les points (^) où une conique a avec une cubique générale un 
contact du cinquième ordre sont déterminés par 

(25) w = g , 

cO| et (1)2 étant les périodes d'une fonction elliptique de paramètre u dépendant de 
la cubique, et or, , X2 des entiers prenant les valeurs o, 1,2, 3, 4? S* Quand x^ , x^ 
sont pairs simultanément, on obtient les points d'inflexion, au nombre de 9. Sur 
les 36 points (26), il y en a véritablement 27 de surosculation par une conique. 
Les 36 points dépendent d'une équation X = o du trente-sixième degré. 

La condition nécessaire et suffisante pour que trois de ces points soient en ligne 
droite est que 

(26) X '^x\-^x1^x'^'Jfaf^'^x1=o (modo). 

Par exemple, les points d'inflexion pris 3 à 3 constituent un cas particulier des 
solutions de ces congruences; de même que les trois points de surosculation qui 
sont les points de contact des 3 tangentes issues d'un point d'inflexion. Le 
groupe G de X = o est contenu dans le groupe F entre les 36 lettres {xx , a72)(mod6) 
dont les substitutions laissent invariable l'ensemble des solutions de ces con- 
gruences (*). D'après ce que nous avons vu (p. 286), le groupe F contient : i** les 



(*) Jordan, Cours lithographie d'Analyse de VEcole Polytechnique, 1'* division. — 
Appell et GouRSAT, Fonctions algébriques, p. 490. — Serret, Algèbre supérieure, t. II, 
5' édition^ i885, p. 6'24* 

(') Les seuls cas analogues traités par M. Jordan sont ceux où le module est premier ou 
une puissance de nombre premier, et sont compris comme cas particulier dans notre 
théorème II. 
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substiludons 

(27) |j:-„ ^,; ;r,-ha,,cr,+ a,| (modô), 

telles que ai, 0L2 soient dos nombres pairs quelconques (modô), puisque le plus 
grand commun diviseur de /*i = 3 et r = 6 est 3, substitutions qui forment un 
groupe G'^ d'ordre 9 ; a® les substitutions 

(28) |a:,, j:,; ajxi+ a} x,, «J j^iH- aj j:, | (modô), 



qui forment un groupe G",. L ordre de G", est (*) Û(6^) = (ô, 2)6(ô, i) = 24.6.2. 
Ces 2 catégories de substitutions permutent entre elles les 9 lettres dont les 2 in- 
dices sont pairs. 

Je dis que F ne contient pas d'autres substitutions que celles dérivées de G', 
et G", . 

Considérons une substitution S de F qui ne laisse aucune lettre immobile, et 
faisons dans (26) 



/ n "f I it m 



(29) 3a?', = 3j?!| = o (modô). 

On obtient 9 solutions correspondant aux 9 systèmes de valeurs paires de x^ 
et :t:2f c'est-à-dire aux points d'inflexion; la droite définie par les 3 points iden- 
tiques satisfaisant à (29) est la tangente d'inflexion; F remplace une solution 
de (29) par une autre solution, c'est-à-dire permute entre eux ces 9 points, par 
suite, les 27 autres des 36 points solutions de X = o. 

S remplace un de ces 9 points (^) aoo par un aulre de ces 9 points ax\x\\ mais, 
parmi les substitutions (27), il y a une substitution 21 remplaçant aoo par ^a, a^ 
avec ai = a:p a2= j:',. Donc SS~* laisse aoo invariable et appartient au sons- 
groupe H de F laissant aoo invariable. 

Soit S| une substitution de H. Faisons dans (26) 

x\^.x\^o^ x, = x*, x\=ix\ (modô): 

(26) devient 

2d:', = 2J?', = o (modô). 

( * ) Jordan, Traité d^s substitutions, p. 96, où l'on trouvera la signification du sym- 
bole (m, p), indiquée d'ailleurs plus haut, p. 3o4 : 

(6,p) = 6p(.-±)(.-J^). 
(*) Nous désignerons, en général, ici le point d'indice oti, Xt par ax^x,* 
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S| , qui laisse ^oo immobile, permule entre elles les solutions de cette. congrtiencey 
c^est-à-dire les lettres dont les indices sont tous deux multiples de 3; géométrique- 
ment, les points solutions ax\x\ (autres que aoo) sont les points de contact des 
tangentes issues de aoo à la cubique; les 3 droites correspondantes sont ces tan- 
gentes, que S| permute entre elles. 

Ceci posé, S| remplace «lo par une lettre ci^^\^ dont les indices ont leur plus 
grand commun diviseur premier à 6. Mais, parmi les substitutions (28), il existe 
une substitution 2, jouissant de cette propriété : il suffit, en effet, de prendre 
a;=S,, a\ = \.x, Sia^ — $2^^? = :^ I (mod6) : l'équation \sa\ — \'ia\=\ 
(I \\ |î I $2 1 = 3), et, a fortiori^ la congruence \\a\ — \^a\^ i (modo), possèdent 
toujours une solution a\^ a\. Alors S2 = S|S7* laisse a^^ immobile; de plus, 
d'après 

(3o) 04-1 — I = I 4- 1 — 2 = OH- 2 — 2 = 2 H- I — 3 (modo), 

cette substitution laisse a^^^ i'^'^obile quel que soit 0:1 . 

Les substitutions (28) qui laissent a^^oîi^^^^'^îl^ sont telles que a\ ^ i, a* ^ o, 
c'est-à-dire de la forme 

là^^:^\x^^ x^\ Xy-\-a\x^y a\x^\ (mod6) aj^±:i; 

elles remplacent «oi par aa\ a\^ où a\=^± i . 

Considérons S2 : S2 permute entre elles les lettres dont les indices sont divi- 
sibles tous deux par 2 ou 3, et laisse a^^o immobile, par suite remplace aoi 
par a^^^,; si Ç^ n'est pas premier à 6, S2, qui laisse aoo immobile, remplace, 
d'après (3o), «oar, par 6 lettres aç;^;, telles que $3 a, avec 6, un commun 
diviseur >• i . D'après 

(3l) x\-\-0-\- X\^=,Q — J7, 4-^i = 0, 

on voit qu'il en serait de même de (ix\x\'i puisque Sj laisse a_x\^ immobile. Ce 
résultat est absurde; donc S2 remplace, comme S^, «oi par ^\^^^'^ où Ç2 = rt: i. On 
peut donc trouver S2 telle que 83=822^* laisse «oi immobile. D'après (3o), 
83 laisse aoar, immobile, comme aussi a^-^oî d'après (3i), 83 laisse ax\x\ immobile, 
quels que soient x'^, j:^, et se réduit à i. Donc : 

Le groupe F est dérivé des substitutions (27) et (28). Il permute entre eux les 
27 points où les 2 indices ne sont pas pairs à la (bis, et l'équation de degré 36 
précitée, réductible, se décompose en 2 : une de degré 9 aux abscisses des points 
d'inflexion, une de degré 27 donnant les 27 autres points, l^ës lors : 

Théorème. — Le groupe de r équation aux 27 points {autres que les points 
d^ inflexion) y où une cubique générale possède un contact du cinquième ordre 
avec une conique, est contenu dans le groupe T\ des substitutions que le 
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groupe r dérivé du groupe G\ des substitutions 

|a:,,j7,; ^,H- a,, ^,-i- a, | (modô) 

[a,, 7.2 pairs (mod6)], et du groupe G* des substitutions 

opère entre les 27 lettres (ij.^.r^ dont un des indices est impair. 

II nous reste à trouver la classe de Fi et la classe de ses substitutions d'ordre 2. 
Fi est transitif entre ses 27 lettres a^^^j.^ telles que a?i, X2 ne sont pas pairs à la 
fois. En effet, il contient la substitution 



|a:„ a?,; «j arjH- aja?,-h a,, aj j?, -h^î^i4- «i 



(modô), 



où a,, 0L2 sont pairs à la fois, substitution qui remplace ai par la lettre arbitraire 
aç^Çj, avec Ç, =: a] -|- ai, $2= «i4- «2? ^\^l — ajaj^± i. Çi ou $2 est impair; si, 
par exemple, c'est Çi, on prend ai tel que a\ soit =dii; puis «^ = 0, «^=1, 
aj== $2 — «2? et l'on obtient bien une substitution remplaçant aoi par a^,^,. 

Appliquons encore la méthode générale (p. 298) pour la détermination de la 
classe des substitutions d'un groupe; il suffit de considérer le groupe H des 
substitutions de F|, laissant a^o immobile : les substitutions de H sont telles que 

3a{-i-a,= 3, 3ajH-a,so (modô); 

ai, a2 sont divisibles par 2 et 3, par suite nuls. On a 

3(a} — 1)^0, 3a\^o; 

a\ est impair quelconque, a^ pair quelconque; les substitutions de H sont de la 

forme 

S'=|a?,, j?j; a\x^-h a]xty alx^-^- a\x^\ (modô) 

avec a\a?^ — aja* ^dz i (modô); al est impair. 

Formons les catégories correspondantes : H contient les substitutions (*) 
(mod 6) 



T = 
T,= 
T,= 
T,= 
T» = 
T.= 



<27j, «^Jj , J/| "T~ «^/Jj 



^, 



«2^1, "^z j , <37| ~~ '^29 ^^ "^î 

*^1> **'2» ^^«^M **'2 



d'ordre 8, 
d'ordre ô, 
d'ordre ô, 
d'ordre 2, 
d'ordre 3, 
d'ordre 2. 



(') Nous prions le lecteur de former, en cas de besoin, les substitutions correspondantes 
entre les ax,T,. 
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T el T, permutent ^lo transitivement avec 8 lettres au moins; T3, T3 laissent aïo 
immobile, et le groupe dérivé de T2, T3 est formé des substitutions de H 

S''^ I j?j, œ^; j?, H- «î^r,, it: a:, | (mod6) 

(a] quelconque) au nombre de 12, qui laissent aïo immobile : c'est le groupe H^^^. 

La catégorie représentée par a^ comprend alors 8 letlres, puisque ordre H=5C=96. 

T etT| permutent transitivement ^01 avec 16 lettres au moins ; T4,T5 laissent ^oi 

immobile, et le groupe dérivé de T4, T5 est d'ordre 6 et formé des substitutions 

de H, 

S", =|a?j, j7,; ih j?,, 2A:x, H- j?, I (mod6) 

(A* = o, I ou 2), au nombre de 6 : c'est le groupe H,,^^. La catégorie représentée 
par^oi comprend 16 lettres. 

Enfin la catégorie représentée par aos comprend «03 et «33. 

(Tqc substitution de H déplace 26 lettres (cas de la substitution TJ d'ordre 2), 
ou appartient à M^^., H«,^, 11,,^,. 

Au lieu de continuer à former les catégories (10)^ il sera plus simple d'étudier 
directement les substitutions de ces trois groupes. 

IL . — S" laisse a.. ^ immobile si 

cZ I M^j ^=: Qy "^2 ~*~ — -- ^2* 

Avec le signe -|-, cz]^ o, et Ton obtient 6, 12 ou 18 lettres laissées immobiles, 
«jr^oî ow ^xio^t aj.^3, ou aj.^Qj a^,^, et a,^^. Avec le signe — , ^2=0 ou 3, et l'on 
obtient 6 ou 12 lettres laissées immobiles, a^p^o» ou «^.^0 et a^^j. 

Il faut négliger, parmi elles, celles dont les 2 indices sont pairs, au nombre 
de 3, 3 ou 9; on obtient ainsi 3 ou 9 letlres laissées immobiles, sur 27 : les substi- 
tutions de H^^^ sont de classe 24 (exemple T3), ou 18. 

H^^^. — S\ laisse aj.,x, immobile si 

Xi^-±iXi^ 2kxi^o (Â:i=:o, I ou 2), 

Avec le signe -f-, Ar ^ o, a:i = o ou 3 ; les lettres laissées immobiles sont (o, x^)^ 
(3, 072). Avec le signe — , on a les mêmes lettres : parmi les 27 lettres de F,, il 
en reste 9 laissées immobiles, et les substitutions de H^,^ sont de classe 18 
(exemple T5). 

H^„. — Une substitution de ce groupe est de classe 24, ou laisse une autre 
lettre immobile, c'est-à-dire est semblable à une lettre de H,,^^ ou H^^^. Donc : 

Corollaire I. — Le groupe de Inéquation aux 27 points {autres que les points 
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dHnflexion) où une cubique générale a un contact du cinquième ordre avec 
une conique est de classe 18; ses substitutions déplacent 27, 26, 24 ou 
18 lettres. Cette équation possède 27, 9, 3 ou i racines réelles. 

Parmi ces 37 points de surosculation, si ol sont réels, ol est (*) un des 
nombres i, 3, 9 oa 27. 

On sait que réquation en question est résoluble par radicaux : cela pourrait aussi 
se déduire de Télude (^) des facteurs de composition de F. 

On peut encore le voir directement : F opère enlre les abscisses des 9 points 
d'inflexion les substitutions du groupe linéaire ^(mod 3) à 2 indices, d^ordre 9.8.6. 
F contient donc un sous-groupe invariant d'ordre 6 laissant les abscisses de 
ces 9 points immobiles. F est alors composé avec ce groupe d'ordre 6 (ou un 
isomorphe hoioédrique de ce groupe) qui est résoluble, et le groupe g qui l'est 
aussi. Donc (') F et tout groupe qu'il contient (*) sont résolubles. 



APPLICATION AUX CONSTRUCTIONS QUE l'oN PEUT EFFECTUER AVEC LA REGLE, 

OU PAR LA RÈGLE ET LE COMPAS. 

Étant donnée Féquation X = o de degré rf, si l'on peut résoudre complètement 
l'équation en lui adjoignant (5) quelques-unes de ses racinesxi, X2, ..., :rg convena- 
blement choisies, les autres racines sont des fonctions rationnelles dexi, X2, ..• ^s, 
que Ton sait, dès lors, construire géométriquement avec la règle seule (*). La 
connaissance du groupe de X = o ou d'un groupe F le contenant permettra de 
fixer la valeur exacle ou une limite supérieure de S. 

Exemples. — Pour résoudre une équation dont le groupe est contenu dans le 
groupe linéaire général non homogène à q indices (modr) (/'premier), il suffit de 



(1) On sait (Salmon, loc. cit., p. iGo. — Serret, loccît.y p. 61 3) qu'une cubique générale 
a au plus 3 points d'inflexion réels. La tangente en un point de surosculation réel passant 
par un point d'inflexion réel^ on voit que, en réalité, a ^ 27. 

(*) Il suffit de s'appuyer sur la théorie générale des facteurs de composition du groupe 
linéaire (Jordan, Traité, p. 99). 

(') Jordan, Traité, p. 395. 

(*) Ibid., p. 387. 

(*) Pour le sens de ce mot, voir Jordan, Traité, p. 253. 

(*) On sait, en efl'ct, construire le produit a^ et le quotient -^ à l'aide de la règle seule, 

r 

par suite une fonction rationnelle quelconque des quantités connues et adjointes. De même 
les radicaux, carrés se construisent à l'aide de la règle et du compas {voir, par exemple, 
Pruvost, Géométrie analytique, t. I, 1888, p. 10). 

Fac. de T., 2* S., VI. [\i 
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connaître les racines 

(o, o, ...,o), (i,o, ...,o), (o, I, o, . .•, o), ..., (o, ...,o, i), 

dont un seul indice est ^ o et ^ i (modr), au nombre dey-|- i. Donc ici t%q-\-î. 
Si ce groupe coïncide avec le groupe linéaire général non homogène ou homogène, 
en vertu du théorème III, 8 = y -|- i ou q respectivement. 

La connaissance de 3 points d^inflexion convenablement choisis d^une courbe 
du troisième degré suffît pour construire les autres par la règle seule. 

En général, d'ailleurs, quand on adjoint d — i racines de X = o, la rf*^"* racine 
est déterminée rationnellement. Si u est la classe du groupe deX=o, la connais- 
sance de d — u racines détermine les autres rationnellement. 

Application. — Connaissant mn — i des points d^intersection de 2 courbes 
de degré m et /i, le m/i**^'"® peut être construit à l'aide de la règle seule. 

Dans certains cas, la considération du groupe F permettra encore de dire com- 
bien Il faut connaître au minimum de racines pour construire les autres à Faidc 
de la règle et du compas. 

Soit A une fonction alternée : elle est susceptible de 2 valeurs au plus, et 
dépend d'une équation du second degré au plus, à coefficients rationnels; on peut 
la construire par la règle et le compas. En l'adjoignant à X = o, on réduit le 
groupe r aux substitutions de F qui sont contenues dans le groupe alterné, et 
forment un groupe F'. Adjoignons alors àX = o, Aetrf — 2 racines de X : le 
groupe de X = o se réduit à l'unité. La connaissance de rf — 2 racines permet 
donc de construire les autres par la règle et le compas. Ainsi : quand on connaît 
mn — 2 des points d'intersection de 2 courbes de degré m et /i, on peut 
construire les 2 autres par la règle et le compas; quand on connaît 7 points de 
l'intersection de 2 cubiques, les 2 derniers peuvent se construire par la règle et 
le compas. 

D'ailleurs, ces résultats relatifs aux constructions par la règle ou par la règle et 
le compas sont plus ou moins connus, ou sont des conséquences du Livre III du 
Traité des substitutions de M. Jordan. 

Mais nous allons indiquer une méthode pour déterminer le nombre mi^ 
nimum de points, courbes, etc. déterminés par une équation X = o, quUl 
suffit de connaître pour que les autres puissent être construits par la règle 
seule ou par la règle et le compas. 

On sait que l'adjonction d'une racine a à une équation réduit le groupe de cette 
équation à celles de ses substitutions qui laissent a immobile. Pour résoudre 
l'équation, il suffit de lui adjoindre successivement assez de racines pour que le 
nouveau groupe de l'équation se réduise à l'unité. 
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La méthode générale à employer pour déterminer le nombre minimum des 
racines nécessaires à la résolution complète est identique à celle que nous 
avons indiquée pour la détermination de la classe d*un groupe (p. 298). 

On remarque, en effet, que 2 groupes semblables ne diffèrent que par la nota- 
tion; soient 2 équations qui ont pour groupes ces 2 groupes : si la résolution de 
l'une s'obtient par Tadjonction de k racines convenablement choisies, la résolu- 
tion de l'autre s'obtiendra par l'adjonction de k racines convenablement choisies. 

Dès lors, avec les notations de la page 298, l'adjonction d'une racine réduit le 
groupe G de l'équation à l'un des groupes Ha, H^-, . . ., ou à un groupe semblable 
à l'un de ceux-là; il suffit d'étudier un représentant de chacune des catégories de 
groupes correspondant à (10), en opérant sur chacun d'eux comme on l'a fait 
sur G, etc. Dans la suite des opérations, on applique encore la condition (A). 

Soit n le degré de G, 

^i9 f^if • • • 

les degrés de H^, H^', .... L'adjonction d'une racine déplacée par H^ à H^, 
autrement dit, la considération du sous-groupe des substitutions de H^ laissant 
immobile une lettre déplacée par H^ conduit à de nouveaux groupes représentants 



de degrés 



''i,i> ''i,ï> • • • > <C '*i ? 



de même H^- conduit à de nouveaux groupes représentants, de degrés 
et ainsi de suite. En général, on obtiendra des sous-groupes de degrés 

'*lt,ls,...,<fc 

constamment décroissants. 

Le nombre cherché ici, Mr, relatif aux constructions par la règle seule, est 
la valeur minima (*) qu^il faut attribuer à k pour que 



(1) On pourra aussi chercher la valeur maxime, ou même les valeurs exactes : si u est la 
classe de G, ces divers nombres sont ^/i — u. Si, en laissant de côté le sous-groupe de G 
formé de la substitution i, on peut trouver dans G des groupes déplaçant n — Mq, 
n — 1*1, . . . , n — MX-i lettres, avec Mq < Wi < . . . < mx-i, et non n — wx, avec wx 9^ wp, 
U|, . . ., MX-i, G est dit un groupe à X degrés {voir notre Note du Bull, Soc Math., 1897, 
t. XXV, p. 189). La connaissance de X donnera ici M^iX. 
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Considérant les divers nombres /i,^ ,^ satisfaisant à celte égalité, le plus petit 
des nombres /i,^ ,j ,j corrélatifs est égal à la classe du groupe G. 

Pour déterminer le nombre Mrcj analogue à Mr, mais relatif aux constructions 
par la règle et le compas, on remarquera d*abord que M^-c^M^. On considérera, 
en appliquant la même méthode, les sous-groupes de degrés 



^it,iif;ik' 



La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation soit résoluble 
à Taide d'équations du second degré, autrement dit pour que ses racines puissent 
être construites par la règle et le compas, est que l'ordre du groupe G de cette 
équation soit une puissance de 2. 

En eflTet, on sait qu'un groupe résoluble d'ordre m a pour facteurs de compo- 
sition (*) les divers diviseurs premiers de m, c'est-à-dire que sa résolution se 
ramène à celles d'équations d'ordre et de degré égaux à ces divers facteurs : ces 
équations seront du deuxième degré à la condition nécessaire et suffîsante que les 
iacleurs décomposition soient tous égaux à 2. Par conséquent, l'ordre de G doit 
être une puissance de 2. 

Réciproquement, si ordre G = 2'", on sait (^) que G est résoluble par radicaux 
du second degré, c'est-à-dire que tous ses facteurs de composition sont premiers 
et égaux à 2. 

Le nombre cherché ici, M^r , relatif aux constructions par la règle et le 
compas, est la valeur minima qu'il faut attribuer à k pour que le sous- 
groupe correspondant soit d'ordre = 2"*. 

Appliquons cette méthode à l'équation aux 27 droites des surfaces du troisième 
degré, et au groupe G (p. Siy) qui comprend le groupe de. cette équation. Les 
développements des pages 3i^ et suivantes montrent que la construction de ces 
droites par la règle et le compas est possible quand on se donne (') a, 6, rf, /*, la 
construction par la règle seule quand on se donne a, fc, d, f, h, 

XI. Il suffît de connaître 4 des 27 droites, convenablement choisies, d'une 
surface du troisième degré, pour que l'on puisse construire les autres à l'aide 
de la règle et du compas. Il suffit de connaître 5 de ces droites, convena- 
blement choisies, pour que l'on puisse construire les attires à l'aide de la 
règle seule, 

(*) Jordan, Traité des substitutions, p. 387. 
(*} VoGT, Résolution alg. des équations j Nony, 1895, p. i36. 

(3) D'aulrcs groupes de lettres conduisent au même résultat; ainsi la construction par la 
règle et le compas est possible quand ou se doune a, 6, m, u ou a, 6, m\ p' ou o, m, q, p'. 
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On vérifie encore qu'on ne peul diminuer ces nombres en adjoignant d'autres 
séries de racines. 

Considérons maintenant les 28 tangentes doubles d'une quartique générale. En 
adjoignant à l'équation du vingt-huitième degré correspondante une de ses racines, 
on réduit le groupe à un groupe contenu dans le groupe G précédent. Donc : 

XII. // suffit de connaître 5 des 28 tangentes doubles, convenablement 
choisies, d'une quartique générale, pour que l'on puisse construire les autres 
à l'aide de la règle et du compas. Il suffit de connaître 6 de ces bitangentes, 
convenablement choisies, pour que l'on puisse construire les autres à l'aide 
de la règle seule (*). 



VIII. 

SUR LA TRA^SITIVITÉ ENTRE LES COMBINAISONS DE V LETTRES. 

Reprenons la propriété 2" énoncée page 284 : on peut la préciser un peu plus. 
Sans être [jL| -+- 1 fois transitif, le groupe G de X = o pourrait élre transitif entre les 
combinaisons [Xj + 1 à w.| -f- 1 des d points; cela suffit pour entraîner que 
les d points sont sur la même courbe de degré [jl. 

De même, s'il y a une relation géométrique entre les points, courbes, etc. 
définis parX = o, relation où Ton peut faire figurer ^^ ^e ces points, courbes, etc. 
choisis arbitrairement (*), et s'il n'y en a pas où [i.2-1-1 arbitrairement choisis 
puissent figurer, il est bien évident que le groupe de X = o ne pourrait permuter 
transitivement les combinaisons des lettres [X2 4- i à [Xj-I- i . 

Nous sommes ainsi amené incidemment à envisager dans la théorie des substi- 
tutions, en vue d'applications géométriques possibles, et, de plus, en raison de 
son intérêt propre, un genre de transitivité relative ainsi défini : 

Si un groupe G de substitutions entre d lettres a^, ^2, . . .^ ^</ contient une 
substitution remplaçant une combinaison quelconque de v des d lettres par 
une autre arbitrairement choisie, nous dirons que G est transitif entre les 
combinaisons ^ à^ de ces d lettres» 

L'élude de ce genre de transitivité a déjà été envisagée dans plusieurs de nos 



(*) Comparer Clkbscu, Leçons sur la Géométrie, irad. A. Benoist, t. III. Paris, i883, 
p. 45i. 

(*) L'ensemble de ces relations forme alors ce que nous avons appelé (Note au bas de la 
^, 7.%2.) un système complet ;\e faisceau des substitutions laissant invariable la valeur numé- 
rique de chacune des fonctions du système forme un groupe, qui contient G. 
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Mémoires anlérieurs (*). Un groupe v fois Iransilif enlre les d lettres est transitif 
entre les combinaisons v à v des d lettres; mais la réciproque n'est pas vraie; 
ainsi (2), le groupe des substitutions W = | x; a'^x -H b \ (mod/>), {p premier), 

d'ordre p^ > quand/? = 4 A -|- 3, est transitif entre les combinaisons 2 à 2 des 

p lettres o, i , 2, ...,/? — i , et» cependant, il n'est pas deux fois transitif. 

Nous savons encore (') que, si un groupe G est transitif entre les combi- 
naisons V à V de rf lettres, il est transitif entre ces d lettres; que si G est transitif 
entre les combinaisons 3 à 3 de ces d lettres, il l'est aussi entre les combinai- 
sons 2 à 2. 

Mais l'on peut, plus généralement, se poser les problèmes suivants : 

I. Si G, de degré d, est transitif entre les combinaisons ^^ à ^^ de d lettres 
( V ^ - j) est-il transitif entre les combinaisons V à v', quand v'<C v? 

La réponse est affirmative pour v'= i, ou pour v^ 3. 

II. Si G ne contient pas le groupe alterné de degré d, v (supposé 2 - ) 
est-il limité en fonction de rf, comme l'est {*) la transitivité de G? 

1(1. Si G ne contient pas le groupe alterné de degré d, et si G est transitif 
entre les combinaisons v à v rfe ses lettres, sa classe est-elle limitée infé- 
rieurement en fonction de d? 

Plus généralement, on pourra songer à traiter, pour ce genre de transitivité, 
les mêmes problèmes (^) que pour la transitivité ordinaire. 

Nous allons indiquer ci-dessous un résultat relatif à la question I, et résoudre 
affirmativement les questions II et III. 

1. Il y a, en dehors des cas où soit v'= i, soit v^3, une infinité de valeurs de é/ 
pour lesquelles la propriété I comporte une réponse affirmative. 



(*) /. de Math., 1895, 1897. — Mém, des Savants étrangers, l. XXXII. — Bull, Soc. 
Math., t. XXIV, 1896, p. 89. 

(«) Bull. Soc. Math., t. XXIV, 1896, p. 90. 

(3) Id., p. 89. 

(^) Jordan, Traité des subst., p. 76 et /. de Math., 1895, p. 35. — A. Bochert, Math. 
Ann., t. XXIX, XXXIII et XL. 

(>) On peut d'ailleurs encore se poser les mêmes problèmes à propos de la transitivité 
incomplète, définie plus haut, page 3oo. 
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En effet, supposons G transilifenlre les C^ combinaisons des d lettres v à v : 
chaque combinaison de v lettres comprend v combinaisons de v — i lettres. SI G 
n^estpas transitif entre les combinaisons de v — i lettres, il permute exclusivement 
entre elle» \ des C^~* combinaisons des d lettres v — i à v — i , avec \ < C^~*. Si 
une combinaison de v lettres comprend exactementXi combinaisons de v — i lettres 
appartenant à ces X, il en est de même pour chaque combinaison de v lettres en 
vertu de la transitivité de G entre les combinaisons des d lettres v à v. On peut 

alors supposer X| ^ -• 

Ces X combinaisons comprennent en tout XiC^ combinaisons de v — i lettres, 
chacune étant comptée ainsi d — v -4- i fois, puisque chacune appartient 
à d — V -f- 1 combinaisons de v lettres. Donc 

/= T — ^—2 — , avec A,5-: 
d — V -+- 1 a 

. . d{d — i). . .(<i— V 4- 2) 
A =: Al j • 



Prenons 



d z= >j\ h — i {h entier > o); 



d — e, (/ = o, i, 2, . . ., V — 2), a avec v! le plus grand commun diviseur /-H i . 
Donc d(d — 1). . .(rf — v-j- 2) a avec v! le plus grand commun diviseur (v — i)! : 

- devrait être entier, comme X, ce qui n'est pas. Donc G est transitif entre les 

combinaisons v — i à v — i de ses d lettres. 

Posant V — I = V| , on peut rarsonner sur les combinaisons de v« et v< — i lettres, 
comme on vient de raisonner sur celles de v et v — i lettres. Les conclusions 
seront les mêmes, car si Av = A|, rf = Vj ! /i| — i. G est transitif entre les combi- 
naisons V — 2 àv — 2 de ses d lettres. 

On pourra évidemment ensuite raisonner de même surv2= V| — i = v — 2, ..., 
Vy = V — y, Donc : 

THÉonÊME. — Si un groupe G, de degré rf = v! A — i> (A entier .>o), est 
transitif entre les combinaisons v à v rfe ces d lettres, il est transitif entre les 
combinaisons v' à v' de ses d lettres^ quand v'<; v. 

// en est de même pour d quelconque quand v'= 1 ou quand v ^ 3. 

II. Si G est transitif entre les combinaisons des d lettres v à v, il Test aussi 
entre les combinaisons des d lettres d — v à <i — v : car soient Cf, Cj 2 combinai- 
sons V à v; C|, Ca les combinaisons d — v à rf — v des d lettres formées par celles 
des €/ lettres qui n'appartiennent pas à d ou C2] une substitution de G qui rem- 
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place C| par c^ remplace forcément C| par C2. On peut donc se conlenter d'exa- 
miner ce qui se passe dans le cas où G est transitif entre les combinaisons v à v des 

ci lettres, avec v^ -• La propriété à établir est alors la suivante : 

011 ©(rf) est une certaine fonction > o de rf. 

Nous indiquerons d'abord une démonstration directe du lemme suivant de 
M. Jordan (*), démonstration indépendante de la considération des facteurs de 
composition. 

Lemme L — Si un groupe F, transitif et de degré d, a son ordre divisible 
par un nombre premier /> >• -1 autrement dit si F contient une substitution 

circulaire d* ordre />> -> T est primitif, par suite d — /? -f- 1 fois transitif. 

Nous savons d'abord que ce lemme est vrai quand F est primitif (^); mais nous 
allons montrer que F ne peut être transitif, sans être primitif. 

En eifet, sup])osons F transitif, mais non primitif, F contenant une substitution 

circulaire d'ordre ^ >• — • F admet une répartition de ses d lettres en systèmes de 



non-primitivilé de lettres (9 2 -</>). On ^ p<cd, puisque d est divisible 

par < rf, par suite non premier. 

Désignons par H^ le sous-groupe des substitutions de F qui laissent la lettre a 
immobile : H» contient une substitution circulaire S d'ordre />. Soit ^1 le système 
d*imprimitiviré auquel appartient a : H» permute exclusivement entre elles les 
— I lettres de ce système autres que a, lettres dont aucune, par suite, n'appar- 
tient à la substitution S, puisque 8 — i </>• Soient «4, «2? » " , Op les lettres de 
S = (a< «2 • • -^p)' 

Si ai et a/t^i (o <! /C^p — i) appartiennent à un même système 52 de non-pri- 
mitivité, S*= (a^ a/t^^ ^2A+i •••) montre que S* laisse ^2 invariable; e7A+i est rem- 
placé par une lettre «2A+1 de ^2» ^2A+i par "ne lettre «sa+j de 52, etc. Finale- 
ment, les p lettres de S appartiendraient au système 52, ce qui est absurde, puisque 
/f >• 0. Donc les p lettres de S appartiennent à p systèmes distincts, ce qui est 



(') Jordan, Traité des substitutions, p. iSS. 

(') Id., IVote C, p. 664. — Jordan, Journal de Mathématiques, 1871, p. 38|. — E. Netto- 
Hattaglini, Teoria délie Sostituzioni, p. 79-80. 
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encore absurde, car le nombre -^ des systèmes est< - </>, puisque 8^2. Donc 
F ne peut être împrimitîf. c. q. f. d. 

Ce lemme en entraîne un autre quand on s'appuie sur le tliéorème suivant (*) 
de M. Jordan : 

Quand p est un nombre premier impair, un groupe de degré p -f- k ne peut 
être plus de k fois transitifs si k^Z, à moins de contenir le groupe alterné. 

Soit alors - <^p^d — 3 : tout étant posé comme au lemme I, F sera 

Jm 

d — p -\- 1 fois transitif; p -^ k = d^ k^i, d — /? + i = A" -h i. T serait de degré 
p -\- k avec A: ^3, et plus de k fois transitif, ce qui est impossible d'après le théo- 
rème ci-dessus. Si donc nous admettons que, d étant quelconque, il y a toujours 

un ou des nombres premiers plus petits que d — 2 et plus grands que -> nous 

obtenons ainsi une limite de transitivité des groupes de degré d où intervient le 
plus grand de ces nombres premiers : 

Lemme II. — Si p est le plus grand des nombres premiers injérieurs à 
d — 2, un groupe G de substitutions transitif entre d lettres et qui ne contient 
pas le groupe alterné de d lettres ri! est pas plus de d — p fois transitif ou, 
ce qui revient au même, est d^ ordre premier à p; on a 

-<p<d^i («). 

Ce n'est qu'une transformation de l'énoncé de M. Jordan. Mais cette nouvelle 
limite de transitivité s'étend à la transitivité entre les combinaisons v à v des 
d lettres. 

£n effet, considérons un groupe G transitif entre les combinaisons v à v des 

rf lettres (v^ - )j et qui ne contient pas le groupe alterné des d lettres. Son 

ordre Q est divisible par 

^v ^(t/— i)...(c^-^vH-f) 
w= : • 



Vi 



Soit encore p le plus grand des nombres premiers plus grands que - et infé- 



(») Bulletin de la Société mathématique, t. I, 1872-1873, p. ^7.. 
(*) D'après Tchebychef; voir ci-dessous. 

Fac. de T., a- S., VI. 44 
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rieurs k d — aisirf — v-t-i =/? ou v^rf — p 4- i, G contiendra une substitution 
d'ordre p et sera d — /> H- i fois transitif contrairement au lemme IL Donc 

v^d — p. 

Mais, d'après Tchebychef et Serret (Algèbre supérieure, t. 11, 5"* édition, 
i885, p. 238), il y a toujours un nombre premier ^rf — 3 et plus grand que 



:^ 5,^ ^, / K .log*(t/-3) ^|op;(c?-3) 

6^ / V i6Alofi:6 2aA 



25 

log6 "^^ 24 A "6A' 



ou 



A HT 0,92129. . ., 



rf== g^(i — €rf), (erf>o, £«=:o); 



les logarithmes sont ici népériens, et ûf^6. 
Donc, dès que d est supérieur à une certaine limite A, 

et il y a toujours un nombre premier au plus égal -k d — 3 et > - rf. 

On vérifie que, si l'on prend A= 10 oo3, S^ — - est positif pour rf>A, Sa — 5 A 
est aussi positif, par suite aussi S^ — -rf quand rf> 10 oo3 (*). 



(*) Pour les \aleurs de d^ iooo3, on vérifiera à l'aide d'une Table de nombres premiers 

qu'il y a un nombre premiery^ avec ,d<ip%d — 3 tant que d^^o. Un des moyens les plus 

rapides de le faire est de se reporter à la Table suivante de M. J. Glaisher : Factor Table 
for the Fourth Million, London, Taylor and Francis, 1879, P» 4^; où Ton trouve tous les 
nombres premiers jusqu'à 3o34i avec la diiTérencc A| des nombres premiers consécutifs '?. 
à 2 (on peut aussi se contenter du Tableau de la page 34o). On remarque que Ai^36, quand 
d% iooo3;/> existera donc tant que 

t£— 3— |é/=^ — 3>37, d>ioo. 

Quand d < 200, Ai 2 1 4 j /> existe tant que 

^ — 3èi5, dl^o. 
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Nous obtenions ainsi ce lemme : 

Lrmme. — Quel que soit le nombre d, il y a toujours un nombre premier p 
au plus égala d — i et supérieur à ? rf, dès que d est supérieur à 89. 

Dès lors, si d est assez grand, v^rf — p, p'^ ^rf, v<; ^« Nous obtenons ainsi 
ce résultat : 

Théorème. — Soit G un groupe de substitutions entre d lettres qui permute 
transitivement les combinaisons v à v rfe ces d lettres f v < - J , /? /e plus grand 

nombre premier inférieur à d — 2 et plus grand que — : on a forcément 

Mld — p. 

Quand d^^o, on a 

d 

pour rf< 4o, 

v<8. 

Ce théorème comprend le lemme II comme cas particulier, car un groupe de 
degré d^ fois transitif est transitif entre les combinaisons des d lettres v à v. 

Remarque, — MM. A. Bochert(*) et Jordan ont indiqué pour un groupe t fois 
transitif de degré d des limites de transitivité très avantageuses en général. Ainsi 
M. Jordan a démontré (^) que pour ce groupe 



log(t/— t)^ayJt\o^t (lima = logs). 

Mais la formule v ^ rf — p du théorème précédent est susceptible de nous donner 
une formule analogue v^<{^(£/) si Ton connaît une limite supérieure de la diiTé- 



Quand ^f < 90, Ai ^ 6 ; /> existe tant que 

Pour 4o§rf< 5o, on vérifie la chose directement. 
Enfin, quand d < 40, on voit de suite que 

(») Math, Ann., t. XXLX, XXXIII el XL. 
(') Journal de Mathématiques. 1895, p. 35. 
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rence d — p en fonction de d : rutilisation de la valeur de ^(rf) déduite des résul- 
tats de Tchebychef nous a précisément donné en général v <! -• 

On ne connaît pas, crojons-nous, de valeur plus avantageuse de ^{d)^ ou 
mieux, de la limite supérieure de la différence A| entre a nombres premiers consé- 
cutifs Tîjj, TS2 (wa > TïJ|) en fonction de xs^ ou tîT|, quel que soit tîJ2. Mais, dans 
les limites des Tables des nombres premiers, on peut chercher une valeur de A(rf) 
aussi avantageuse que possible. En particulier, on peut chercher à vérifier ainsi 
jusqu'à rf= 9. 10® par exemple (Tables de Burckhardt et de M. Glaisher), pour la 
transitivité entre les combinaisons de v lettres, une formule analogue à celle de 
MM. Bochert ou Jordan. 

Voici comment on peut opérer : formons (par la pensée) un Tableau où les 
nombres premiers sont rangés par ordre de grandeur croissante, et où nous por- 
tons, vis-à-vis de chaque nombre premier, la différence A4 avec le nombre pre- 
mier précédent; puis ne conservons dans ce Tableau que les différences A4 qui 
sont supérieures à toutes les précédentes. Nous obtenons le Tableau suivant ('), 
valable pour les 9.10® premiers nombres : 



Nombres 


DiiTérence A, 


Valeur 


Valeur 


Valeur 


premiers. 


avec le précédent. 


A, -1-2. 


de a logjoCj,. 


de (2log„aj)2 




2 


I 


3 


0,602 


o,36 




5 


2 


4 


i,39B 


«,96 




II 


4 


6 


2,o83 


4,34 




29 


6 


8 


2,925 


8,56 




97 


8 


10 


3,974 


i5,8o 




127 


14 


16 


4,208 


«7»70 




541 


18 


20 


5,466 


29,88 




907 


20 


22 


5,915 


34,99 


I 


i5i 


22 


24 


6,122 


37»48 


1 


36 1 


34 


36 


6,268 


39,29 


9 


587 


36 


38 


7,963 


63, 41 


i5 


727 


44 


46 


8,393 


70,44 


«9 


661 


52 


54 


8,587 


73,74 


3i 


469 


72 


74 


8,996 


80,87 


i56 


007 


86 


88 


10, 386 


■07,77 


36o 


749 


96 


98 


II, 114 


123,59 


370 


373 


112 


Mi 


II, 137 


124 ,o3 


492 


227 


n4 


116 


11,384 


129,60 


I 349 


65 1 


118 


120 


I 2 , 260 


i5o,3i 


I 357 


333 


l32 


i34 


I 2 , 265 


i5o,43 


2 010 


881 


i48 


i5o 


12,607 


i58,94 


4 652 


507 


i54 


i56 


i3,335 


177,82 



(1) Pour les 100 000 premiers nombres, nous avons déjà un Tableau analogue, ne compre- 
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Soît Xi le nombre premier qui figure dans la i^^^ ligne de ce Tableau, 5, la diffé- 
rence A4 correspondante : quand d — 2^X1+1 — S/^o le nombre premier/? immé- 
diatement inférieur k d — 2 est au moins égal k d — 2 — 8/, et 

vit/ — /?^^— (û?— 2 — Ô/)i=Ô^4-2. 

Donc : 

Corollaire I. — Quand d — 2^:r/+i — o/^^, on a 

nant que les deux premières colonnes, dressé par M. J. Glaisher {Messenger of Math,, 
1878, t. Vil, p. 174-175), et rectifié ici par nous d'après J. Glaisher, Factor Table for the 
Fourth Million, London, Taylor and Francis, 1H79, p. 48. Au delà, nous nous sommes servi 
du Tableau des différences Ai de 80 et au-dessus pour le premier million {Mess., loc. cit,, 
p. 104), 100 et au-dessus pour les 9 premiers millions (Glaisher, Factor Table for the 
Sixth Million, etc., i883, p. 64-65). Enfin nous avons vérifié personnellement, d'après les 
Tables de Burkhardt (Paris, 1817), l'exactitude du Tableau précédent entre 100 000 et 4o5 000. 
Les mêmes résultats et vérifications nous ont encore permis de constater l'exactitude, 
dans les limites des Tables, de ce théorème empirique : 

h étant donné, on peut toujours trouver 2 nombres premiers consécutifs dont la diffé- 
rence est ih. 

Ce théorème était déjà vérifié implicitement par M. Glaisher, qui, toutefois, ne l'a pas 
énoifcé, jusqu'à h=Zi (pour les 100 000 premiers nombres. Mess., loc, cit,, p. 174, et 
Factor Table for the Fourth Million, p. 48). Pour 40 = ^ = 70, il résulte des Tableaux de 
séquences de nombres non premiers (valeurs de A| — i) indiqués par M. Glaisher (T'aô/es 
et Mess,, loc, cit., p. 104 et 171). Pour 33 ^/i ^89, on a : 

Pour 162 209 Al = 66 Pour 4o4 671 Ai = 74 

i34 58i 68 212 777 76 

173 429 70 188 107 78 

3i 469 72 (Glaisher) 

Enfin, d'après les Tableaux de M. Glaisher, on peut encore avoir 

à = 73, 74, 76, 77- 

Finalement, ce théorème est vrai pour h^yo. On sait de plus {Mess., loc. cit., p. 106 et 
E. Lucas, vol. VIH, 1879, p. 8i) que la différence 2 A de 2 nombres premiers consécutifs 
peut croître indéfiniment. 

Mentionnons les différences 

265 703 — 265 621 = 82, 36o 749 — 36o 653 = 96, 
396 833 — 396 733 = 100, 404 941 ~ 404 85i = 90, 

qui ne figurent pas dans la Table de M. Glaisher {Mess., loc. cit., p. 104 ). 

Notre travail personnel nous permet d'affirmer, sauf erreur de notre part, et sous réserve 
de l'exactitude de la Table des nombres premiers de Burckhardt (Paris, 1817). les résul- 
tats précédents pour les nombres ^4o5 000. Au delà, une vérification spéciale serait utile. 
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tieme 



Xi et 0/ étant le nombre premier et la différence A| correspondante de la /* 
ligne (2 premières colonnes) du Tableau précédent (rf<; 4 652 356). Quand 

9.io*^rf^4 652 356, 

vli56. 

On peut subsliluer à ce Tableau une formule valable dans les limites des Tables, 
en cherchant une limite supérieure de d — p en fonction de <i à Taide de ce 
Tableau. 

Nous écrivons dans le même Tableau les valeurs de A| -f- 2, les logarithmes 
ordinaires de d (base 10), enfin le nombre (2 logiorf)^. On constate que l'on a 
constamment, pour les nombres ^29, 

A,-+-2<(2log,o^)*. 
D'ailleurs, 4logîo^=6 dès que 

logio^= — =ii224. . ., ^ = ï6,79 ou dliy. 

Par conséquent : 

Lemme. — Dans les limites des Tables de nombres premiers (w^ et d'£g,io^)^ 
la différence A, entre 2 nombres premiers consécutifs w^, TîT2(ra2]>TîT|) satis- 
fait à 

A|14(Iogionj,)'— 2, 

quand rna >• 1 7. De même, la différence A2 entre un nombre quelconque rf > 1 3 
et le nombre premier p immédiatement inférieur à d — 1 est telle que 

A,<4(log,o^)'. 
Corollaire II. — On a 

v^4(log,o^)S 
quand i3 <[ rf<; 9. 10". 

Cest là, bien entendu, jusqu'à nouvel ordre, une formule empirique. 

Il est bon de signaler ici que S/ doit croître indéfiniment avec J?/, ainsi que l'ont 
remarqué MM. Glaisher (*) et E. Lucas (2). 

En efiet, si/? est premier impair, les nombres /?! -f- i(£ = 2, 3, ...,/?-f-i) ne 



(*) Mess., loc, cit,, p. 106. 

(M Mess., loc, cit,, vol. VIÏI, 1879, p. 81. 
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sont pas premiers. Quand 

«/ = /?! + /> H- 4 = ( — ) V^27r «?(!-+-£), 

A,>/?4-3; 
loge? = (/> 4- {) {\ogp — loge) (i -f. £') =/? log/?(i 4- £''); 

log \0gd = logp -h log logp 4- l0g(l 4- £*) = \Ogp{l 4- ê""); 

p = -j — r--j (i 4- e^*''^ ). 
loglogr^^ ^ 

Finalement, pour une infinité de valeurs de d^ 

(lime^«'^== o pour rf = oo) et A2 croît indéfiniment avec d. 

On peut améliorer un peu cette limite inférieure en considérant, au lieu des 
nombres/^ ! -+- /, les nombres 2 . 3 . 5 . 7 . 1 1 . . ./? 4- «, où figure seulement le produit 
des nombres premiers au plus égaux kp. En remarquant que, si 

0(/>) = loge2.3.../>, 

on a, diaprés Tchebj'chef (•), 

(i4-tï)A/><9(/>)<(i4-Yî,)|A7>, (A=:o,92i29..., lim de yj et y)i = o pour ^ = oc), 

on trouverait 

Aj^XIogio^ (Xfini) 

pour une infinité de valeurs de d, 

m. — On sait (2) que si un groupe G de degré rfestv fois transitif ( — ^v^a )> 

sa classe u est limitée inférieiirement en fonction de diu^yf quand n > 29|» On 

peut se demander si un théorème analogue n*a pas lieu pour la transitivité entre 
les combinaisons de v lettres. Nous allons établir le théorème suivant, qui permet 
de répondre affirmativement, mais est, sans doute, susceptible de perfectionne- 
ments : 



(*) Journal de mathématiques^ i852, p. 37g, ou SeriibT, Algèbre supérieure j t. \\^ 
5* édition, i885, p. 236. L'emploi de la formule d'Halphen, 6(/?) =/?(i4-e^"0 (Hadamard, 
Bulletin de la Société mathématique, 1896, p. 217) conduit à une inégalité de même 
forme, 

(') A. BocucRT, Math. Ann,, t. XL, 1892, p. 181. 
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Théorème. — Si un groupe G, de degré d, est transitif entre les combinai- 
sons de ses lettres v à v ( - > v ^ 2 ) > // e5^ primitif; par suite {^) sa classe u est 
limitée inférieurement en fonction de rf. 

En effet, supposons que G admette une répartition de ses lettres en systèmes 
de non-primitivité de k lettres, 

a,, a^y ..., Ufil ^A-f-i> •••> ^tk\ •••> d rf^iA'd^aA*. 

On peut écrire 

V = A:/ -H /w avec o £ m < A". 

Prenons la combinaison C\ 

si m = o OU I, /5 1 ; A'/-|- m = V ^ — • 

7-7 — 2 

Supposons d'abord que, en dehors des l-^-i systèmes d'imprimitîvité 
(/si m = o) qui ont des lettres dans c^^ il y en ait au moins 2 autres, c'est-à- 
dire (/-h3)A£rf (quand m = o, (/-h 2)k^d), Ceci aura toujours lieu, puisque 
.ikl-\- im'^d^ d^2kl-\' k^ dès que (/ -|- 3)A:^ aA-Z-f- A*, c'est-à-dire /^2 
(quand m = 0, 2kl^d, dès que (/ + 2)A'^ 2Ar/, ou /^2). 

Nous pourrons trouver une combinaison C2 contenant les lettres de Ci, sauf 2, 
arbitrairement choisies, et de plus 2 lettres a^, aj appartenant à 2 systèmes diffé- 
rents et différents de ceux qui ont des lettres communes avec d : il y a une 
substitution S remplaçant C| par c^; elle substitue à une des lettres ai, ,..^a/^i 
la lettre a/ ou ay, et à une lettre du même système une des lettres ai, .. ., a^tz+m, 
c'est-à-dire que G n'admettrait pas la répartition en systèmes considérée. 

Supposons alors /<< 2 : 

i" 1=1, i^m^k — i, d^2k -h 2m^ d^ik ou d=3k. 

Si d>/\k^ (/-f- 3)A: = \k^d^ et le même raisonnement réussit. 

Si rf= 3 A', soit A" >• 2, rf>- 6 (pour <i^6, le théorème résulte du théorème qui 
suit); nous prendrons 2 lettres ay, ay appartenant au troisième système; il y a une 
substitution T remplaçant ai, ..., an^m psir ces mêmes lettres, moins deux arbi- 
traires appartenant au premier système, et par ay, a^. Parmi les A: -f- m nouvelles 
lettres, il y en a forcément, puisque A* > 2, une appartenant au premier système. 
Les lettres ai, . . ., ak^m comprennent les lettres de 2 systèmes, les lettres substi- 
tuées, celles de 3 systèmes : résultat absurde. 

< *) Jordan, J. fur Math. j t. LXXIX, 1875, p. 248-258. 
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a** /=i,m==o, d^ik. Quand d^3/c, on raisonne comme quand /^a; 
quand d = 2k, on raisonne comme pour / = 1 , m ;> o. 

3° /= o, V = m^/r — 1 , d^im^ d^ik. 

Si d^ik^ on peut raisonner à peu près comme quand /^2. Soit donc d = 2k : 
ai> • • •) o,m-\0,m appartiennent au premier système; il y aurait une substitution S 
remplaçant ai, ..., am-\CLm pai* ^n •••7 ctm-\CLj où ay appartient au deuxième 
système, ce qui est absurde. c. q. f. d. 

Nous allons encore établir le théorème suivant : 

Théorème — Soit G un groupe de substitutions de degré rf, transitif entre 
les combinaisons de ses lettres i à i ou ^ à 2 : G est primitif. S'il n'est pas 
2 fois transitifs d est impair, et le sous-groupe de ses substitutions laissant 
une lettre a^ immobile permute transitivement entre elles les d — 1 autres 

lettres à • 

2 2 

En effet, soit G un groupe de substitutions de degré d entre les lettres 

^i> ^î> • • • > ^rf» 

supposons ce groupe transitif entre les combinaisons 2 à 2 de ces lettres, et 
soit H^^ le sous-groupe des substitutions de G qui laissent a^ immobile. Le cas 
où G serait transitif entre les combinaisons 3 à 3 se ramène à celui-là (théorème 
de la page 335). 

H^^ est d'ordre JC, et ses substitutions sont 

elles permutent entre elles, transitivement, 6 — i des lettres a2, ..., aa autres 

que ai, par exemple 

ciiy • • • » ^0* 

Désignons par s\^ la combinaison a\a^ : si g^ remplace ai par a)^ et 

5jj, ...» ^lO» 



par 



hjgt est de la forme 



^X^Xj» ' ' ' y ^iX^J 



(«1 «2 • • • \ / ^1 ^k ' ' ' \ / ^1 ^i 

«I ^k . . . / \ ax. a\^ . . . / \ ax, a\^ 



(Ar=:a, 3, ...» ou 6), et remplace s^^ par une des combinaisons 'x^>.y .•., ^x^) ' 

Fac. de T,, 2* S., VI. 45 
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Formant le tableau des substitutions de G 



• • • • 



OÙ h^gi=: gi est une substitution n'appartenant pas aux lignes précédentes, on 
voit que ces substitutions remplacent ^12 par au plus e/9 combinaisons distinctes. 

Or, G est transitif entre les combinaisons 2 à 2, 5X|a, au nombre de d- , en 

sorte que d^^d > 65 • 

^ ~ 2 ~ 2 

Si 6 = (i — I, G est 2 fois transitif; sinon, nous opérerons sur a^a^^^ comme 

nous venons de le faire sur aia^^ et nous trouverons encore que H^^ permute oe^i 

avec 6'^ lettres distinctes, et forcément distinctes de «a, . . ., ao. 

Or 6 + 6'^^/— 1; donc 8 = 6'= — ^— ^, d impair. 

Enfin, G est primitif; en eifet, il en est bien ainsi quand G est 2 fois transitif; 
si G n'est pas 2 fois transitif, soit G imprimitif : G devrait admettre une réparti- 
tion de ses lettres en systèmes de non-primitivité S à S, divisant d : H^^ permute 
entre elles les lettres du système de non-primitivité dont fait partie ai, et ce 

système comprendrait au moins i H lettres, ce qui serait absurde. G est 

donc toujours primitif. c. q. f. d. 

Nous avons vu (*) qu'il y avait des groupes de substitutions G entre d lettres 
(d premier = 4''^ + 3) qui ne sont pas 2 fois transitifs, et qui permutent transiti- 
vement les combinaisons de leurs lettres 2 à 2. De même, il y a des groupes G 
entre d lettres qui ne sont pas 3 fois transitifs, et qui permutent transitivement 
les combinaisons de leurs lettres 3 à 3. 

En eifet, nous allons obtenir ce résultat : 

Théorème. — Le groupe de degré p -\- 1 (p premier) et d^ ordre — i^SE 1 

formé des substitutions linéaires fractionnaires (modp) dont le déterminant 
est résidu quadratique (modp) et qui n'est que 2 fois transitif entre 
ses p -f- 1 indices, permute transitivement les combinaisons i à i de 
ses p -h I indices quand p = 4^4-3. 



(1) Bulletin de la Société mathématique, 1896, p. 90 et ci-dessus, p. 334< 
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En eOel, considérons le groupe G des substitutions linéaires fractionnaires 



az 

z 



'> ^1 



a'z -h b' 



{modp ), ab' — ba' ^ o, 



où p est premier, 3 fois transitif, de degré p -f- 1 entre les nombres o, i , 2, . . ., 
p — I, 00, et d'ordre Ç = (/? -H i)p(p — i). Soit/> = 4^ + ^^* 

L'ensemble des substitutions de ce groupe dont le déterminant est résidu qua- 
dratique (modp) forme un groupe G{ deux fois transitif, qui ne contient pas la 

substitution | 2, — z\ (mody?), et qui est d'ordre ^ )r\P / __ g^ __ J.. 

G opère entre les combinaisons 3 à 3 de ses nombres ou indices les substitutions 
d'un groupe transitif F de degré C^^,. Le sous-groupe L des substitutions de G 
laissant une de ces combinaisons, o, i, — i, immobile est d'ordre 6; ce sous- 
groupe comprend la substitution \zy — z\(modp), dont le déterminant, pour 
y? = 4 A 4- 3, n'est pas résidu quadratique (mod/>). Le sous-groupe M de G| laissant 
la combinaison o, i, — 1 immobile est formé des substitutions de Ldont le déter- 
minant est résidu quadratique (mod/?), c'est-à-dire est d'ordre 3. Donc G| permute 
transitivement entre elles au moins 

Vil _ ps 

T ~" "■»■* 

combinaisons 3 à 3, c'est-à-dire est transitif entre ces combinaisons. 

Remarque. — Ce qui précède suggère l'idée suivante : 

Un groupe G transitif entre les combinaisons ^ à^ de ses lettres ^ n^ est-il 
pas V — I fois transitif? 

Si l'on pouvait répondre affirmativement, on en déduirait certains des résultats 
précédents comme corollaires. 

Inversement, ce qui précède peut aider à élucider cette question. 



IX. 

INDICATIOU DE SUJETS A ÉTUDIER COMME CONSÉQUENCE DE CE QUI PRÉCÈDE (*). 

I. — Détermination plus complète de la classe des substitutions d'ordre 2, ou 



(1) Nous nous contenterons de signaler Tapplication immédiate des théorèmes I, etc. aux 
équations de la division des fonctions elliptiques, hyperelliptiques, à Téquation modulaire 
(JoHDAN, Traité, p. 343, 344, 354). 
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même d'ordre ^ 2, des groupes connus, en particulier pour les groupes linéaires 
à n indices (modm), m étant quelconque, pour les groupes orthogonaux, abéliens, 
hvpoabélicns (indices réels ou imaginaires) et pour les groupes de Steiner {voir 
p. 32'i ci-dessus). Consulter JoRnAN, Traité des substitutions et L.-E. Dicrsok, 
Linear Groups, Leipzig, Teubner, 1901. 

II. Détermination de la classe des mêmes groupes ou d^me limite inférieure 
de cette classe. 



III. Extensions du théorème II au cas où le module r est quelconque : la même 
marche, avec des modifications convenables, est peut-être applicable. 

IV. Application géométrique des théorèmes I, II, III, etc., et des déterminations 
proposées ci-dessus à d'autres théorèmes de Clebsch (Clebsgh, Journal de 
Crelle, t. 63 et 64; Clebsch et Linoemann, Leçons sur la Géométrie, traduction 
Benoist, Paris, Gaulhier-Villars; Joroan, Traité des substitutions^ Livre III, 
Chap. III), aux travaux de M. Humbert sur la Géométrie (par exemple, Journal 
de Mathématiques, 1886, p. 3o8 et suivantes). 

V. Continuation de Fétude de la transitivité entre les combinaisons de v lettres 
ou de la transitivité incomplète. En particulier, si un groupe G, de degré d^ est 

transitif entre les combinaisons de v lettres ( v^ — j> Test-il, en général, entre les 

combinaisons de v' lettres (v'< v), ou peut-on citer des cas où cette propriété 
n'ait pas lieu? 

Quand v^2, 3, 4? peut-on assigner une limite inférieure à la classe u de G, 
analogue à la limite inférieure de la classe trouvée par M. Â. Bochert {Math, 
Annalen, l. XL, 1892, p. 176 et suivantes), pour les groupes 2, 3, 4 fois tran- 
sitifs? Peut-on trouver pour v une limite supérieure en fonction de rf, quel que 
soit rf, analogue à celle indiquée par MM. A. Bochert {Math. Annalen, t. XXIX, 
XXXIII et XL) cl Jordan {Journal de Mathématiques, 1896, p. 35). 

G n'est-il pas v - 1 fois transitif entre ses d lettres? 

VI. Soit 

^zzzlxiûTt . . . »0 . . . J~X' (X'>X) 

une somme de produits de d lettres jti, x^, ..., Xti, ces produits contenant une 
fois, et une seule, chaque combinaison de X lettres, mais non toutes les combi-^ 
naisons de X + 1 lettres : élude des groupes de substitutions entre d lettres 



SUR LES ÉQUATIONS DE LA GÉOMÉTRIE ET LA THÉORIE, ETC. 349 

laissant <E> invariable. Sont-ils transitifs, et dans quels cas? Classe des substitutions 
de ces groupes. Applications géométriques, s'il y a lieu. 

Cas où X = 2, V= 3 {Comparer Jordan, Traité des substitutions, Livre (II, 
Chap.iri, en particulier, ses systèmes de trios; etNsTTO, Substitutionentheorie, 
Tripelnsy sterne ou Netto-Battaglini, Teoria délie Sostituzioni^ equazione 
ternaria, p. 220). 

Bourg-la-Reinc, avril 1904. 
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THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS FONDAMENTALES, 



Par m. W. STEKLOFF. 



INTRODUCTfON. 

1. La solution de la plupart des questions de la Physique mathématique se 
ramène à la détermination d'une fonction dépendnnt du temps ^ et des coordonnées 
rectangulaires JC^y^ z et vérifiant dans un domaine donné (D), limité par une sur- 
face fermée (S), telle ou telle équation linéaire aux dérivées partielles du second 
ordre jointe à certaines conditions aux limites ainsi qu'à certaines conditions ini- 
tiales correspondant à une valeur donnée de la variable l (par exemple t = o). 

La plupart de ces équations difTérenticlles peuvent être partagées en deux cato- 
gories différentes : les unes se représentent sous cette forme générale 

les autres sous la forme suivante 

dt dx^ dy^ dz^ dx dy '' ôz ° 

où a, 6, c, rf, c, y, g sont les fonctions données des variables x^y^ z. Divers pro- 
blèmes de l'Hjdrod^namique, de TAcoustique, de l'Électricité et du Magnétisme, 
de rÉIasticité, etc. dépendent de l'intégration des équations de première espèce (i), 
la solution de plusieurs questions de la théorie analytique de la chaleur se ramène 
à rintégration des équations de seconde espèce (2). 

Rappelons quelques cas les plus simples et les plus importants. Posons 

dans (i), 

a ir: 6 = ci= — A-, 6^=e=/ = ^ = o; 

il viendra 

(3) -.^k^y} = ki^^-^,-^ — -^-^y A>o. 
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C'est Téquation du mouvement vibratoire d'une masse gazeuse renfermée dans 
un vase solide. 

Faisant les mêmes suppositions dans (2), nous obtiendrons 

(4) 1?=^^U' 

Féquation de refroidissement d'un corps solide. 

Supposons, par exemple, que le vase solide reste immobile. Le problème de 
l'Acoustique se ramène à la détermination d'une fonction U des quatre variables /, 
X, y^ z vérifiant l'équation (3) et satisfaisant aux conditions 

(5) ^=0 sur (S), 

(6) U=/(ar,7,s), —=f^{x,y,z) pour t — Oy 

où y et /i désignent des fonctions données; (S) désigne la surface du vase, n la 
direction de la normale extérieure à (S), le symbole 

dn 
désigne la limite vers laquelle tend l'expression 

^cos(/i,;r)-h^cos(/i,7)H- ^cos(/i,r), 

lorsque le point or, y^ z tend vers un point de (3) en restant constamment à l'in- 
térieur de (S) (sur la normale /i). 

Quant au problème de la chaleur, il se ramène à la détermination d'une 
fonction U satisfaisant à Téquation (4) jointe aux conditions 

(7) ^'■^^^ = '' ^yxv{^), 

(8) \^=f{x,y,z) pour ^ = 0, 

où h est une constante positive. 

Dans les cas limites, la constante h peut se réduire à zéro ou à l'infini; dans le 
cas de A = o, la condition (7) se réduit à (5); dans le cas de A = <x), elle se rem- 
place par la suivante : 

(9) U = o sur(S). 

Si la fonction U ne dépend pas de tj les équations (1) et (â) se réduisent à la 
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suivante : 

âx* dy* âz^ dx dy '' dz ® 

Les condiuons initiales perdent leur sens et il ne reste que les conditions aux 
limites; rappelons, pour exemple, les problèmes classiques de Dirichlet et de 
C. Neumann, 

2. Fourier, Cauchy et Lamé furent les premiers qui ont proposé une méthode 
générale pour résoudre tous les problèmes dont nous avons parlé au début 
du n° 1. 

Pour expliquer les principes de celte méthode, il suffit de considérer certains 

exemples les plus simples. 

Posons dans (3) 

U = V(A cosX^ + BsinX/), 

A et B étant des constantes arbitraires, A un nombre positif, V une fonction ne 
dépendant que de ^,y, z. 

Substituant cette expression de U dans (3) et (5), il viendra 

AV-4-^V=:o àrintérieurde(S), 

-^-o sur (S). 

Supposons, pour plus de simplicité, que k soit égal à une constante positive. 
Supposons ensuite qu'il existe une infinité de nombres positifs 

^l> ^l> ^3> • • • > ^A> 

et de fonctions correspondantes 

vérifiant les équations 

(10) AV^h-Xa-Va— o à rintérieurde (S) (A^i^i, 2, 3, . . .) 

jointes aux conditions 

(11) ^ = ^ s^'^^^) (Ar = i,2,3,...). 

La série 

•0 

U =2 Va( Aat cos t \JkTk 4- Ba- sin t \fkTk) -f- Bo /, 

kz=\ 

Fac, de 7., a* S., VI 4^ 
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Bqj Âa et Ba (A: = 1, 2, 3, . . .) élaol des conslanles, représentera la solution du 
problème, si nous choisissons les Afç (A* = i , 2, 3, . . .) et Ba (Xr = o, i , 2, . . .) de 
façon que Ton ait 

k=l k=\ 

La même méthode s'applique à Péquation de la chaleur (4); il suffit de poser 

•0 
(i3) U=2A*V*e-*V, 

OÙ Va (A* = I, 2, 3, . . .) sont les fonctions de x^y^ z satisfaisant aux conditions 

AVa h- ).aVa— o à rintérieur de (S), 

(i/i) ^*:-' + AVa^o sur (S) (itrz.1,2,3, ...). 

La série (i3) représentera la solution du problème, si nous choisissons les 
constantes Aa(A' = i, 2, 3, . . .) de façon que la première des équations (12) soit 
satisfaite. 

La méthode dont il s^agit s'applique aussi au cas où la fonction cherchée U 
ne dépend pas de t. 

Rappelons^ pour exemple, le problème de Dirichlet : 

Troui^er une fonction de x^y^ z vérifiant V équation 
(i5) AU = à V intérieur de (S) 

et se réduisant à la fonction donnée f sur (S). 

Soit Va une solution particulière de l'équation (i5); l'expression AaVa, Aa étant 
une constante, le sera aussi. 
La série 

(•6) ^A,\, 

représentera la solution générale, si nous choisissons les solutions simples 
Va(A== 1 , 2, 3, . . .) et les constantes Aa de façon que cette série soit convergente 
à rintérieur de (S) et se réduise à la fonction donnée / sur (S). 

La même méthode s'applique aux autres problèmes analogues, par exemple au 
problème de Neumauu. 
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3. On voit, par ce qui précède, que le problème se partage, en général, en 
deux parties principales : 

(A). Démontrer l'existence d'une infinité de solutions simples des équa^ 
tions du problème {en faisant abstraction des conditions initiales). 

(B). Établir la possibilité du développement d'une fonction donnée 
f(x^y^z)^ dans un certain domaine (D), en séries procédant suivant les 
fonctions VA(Ar=i. 2, 3, ...), auxquelles se réduisent les solutions simples 
pour t = o. 

Faisons quelques remarques relatives au problème (Â) en nous bornant aux cas 
des équations de TAcoustiquc et de la Chaleur. Les solutions simples satisfont, 
comme nous l'avons vu, aux équations (10). 

Si nous prenons les conditions aux limites sous la forme 

('7) ^k=o sur (S), 

nous obtiendrons les fonctions V;t(^ = ij 2, 3, . . .) dont l'existence a été établie 
pour la première fois par M. H. Poincaré dans son Mémoire connu : Sur les équa- 
tions de la Physique mathématique {Rendiconti di Palermo, 1894). 

Si nous posons A = o, nous obtiendrons les fonctions VA(Ar= i, 2, 3, . ..) 
satisfaisant aux équations (10) jointes aux conditions (11). J'ai établi l'existence 
de ces fonctions dans mon Mémoire : Sur les problèmes fondamentaux de la 
Physique mathématique {Annales de V Ecole Normale, 1902) (*). 

Supposant enfin que h est une constante différente de zéro, nous obtiendrons 
les fonctions Va vérifiant les équations (i4)- La démonstration de l'existence de 
ces fonctions se trouve dans divers Mémoires de MM. H. Poincaré, S. Zaremba, 
A. Korn ainsi que dans mon Mémoire tout à Theure mentionné. 

Il importe de remarquer que toutes les fonctions considérées peuvent être 
définies par certaines équations fonctionnelles, comme je l'ai déjà montré dans 
mes recherches antérieures. 

Dans le cas (17) on trouve, en efTet, 

\k=lkf(^{x,y,z;\,n,K)yk{lri,K)d^\ 

l'intégrale, prise par rapport à Ç, 7^, s, étant étendue au domaine (D) tout entier, 
G désignant la fonction de Green {voir H. PouvcARé, loc. cit.). 

Les fonctions, satisfaisant aux conditions (10) et (i 1), vérifient les équations 



Va = hjj(x, y,z; ^, y,, Ç) Va(^, y), t) ^r', 



(*) Voir aussi W. Stekloff, Sur les équations différentielles de la Physique mathé- 
matique [Recueil mathématique de Moscou, 1896 (en russe)]. 
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OÙ J désignent une fonction symétrique en x^y^ z et Ç, 7^, 2^, continue à l'intérieur 
de (S), sauf pour 

où elle devient infinie comme — > [a étant une constante, r la distance de deux points 
ni{Xyy^ z) et //ïi(Ç,*/;, s)) ^^ satisfaisant aux conditions 

AJ = -TT à rintérieur de (S), 

^ = sur(S) (•). 

D désignant le volume du domaine (D). 

Dans le cas général, où h est une constante positive différente de zéro, on a 

y,= l,J^ïl{x, y,z;l, Yî, Çj V,-(|, Y), Ç) ci-', 

H étant une fonction dont j^ai établi Texislence dans mon Mémoire cité (p. 260), 
continue dans (D), sauf pour 



x = l, y — f\. 



r 



OÙ elle devient infinie comme -^ et symétrique en x^y^z\ Ç, y^, J^ (2). 



4. Passons maintenant au cas où la fonction cherchée U ne dépend pas de t 
[voir n** 2) et considérons les solutions simples de l'équation de Laplace corres- 
pondant aux problèmes de Dirichlet et de Neumann. 

Les fonctions fondamentales de M. H. Poincaré (Acla mathemalica, t. XX), 
les fonctions de M. Éd. Le Roy (Annales de V Ecole Normale^ 1898-1899) et les 
fonctions fondamentales dont j'ai établi Texistence en 1899 (^), représentent ces 
solutions simples de l'équation de Laplace. 

On pourrait démontrer que toutes les fonctions considérées satisfont aux 

(*) W. Steklokf, Sur les problèmes fondamentaux, etc, {Annales de VÉcole Nor- 
male, 1902, p. 248). 
(*) Rappelons que H satisfait aux conditions 

AU = o, ^-^h\i = o sur (S). 
On 

(*) W. Steiîloff, Sur l'existence des fonctions fondamentales {Comptes rendus, 
27 mars 1899). 
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équations de la forme 

IMnlégrale étant étendue à la surface donnée (S). 

Ou a, par exemple, pour les fonctions de M. Le Roy, 



V^ZIZ 



=^'^icj p(lri,K)'j,\ka,'n,K)cis\ 



où p est une fonction positive ne s'annulant pas et continue sur (S). 

5. On voit, par ce qui précède, que toutes les fonctions dont il s'agit se partagent 
en deux catégories : 

Les unes, que nous désignerons, en général, par Va (A" = i, 2, 3, ...), ont 
cette propriété commune : elles satisfont aux équations fonctionnelles de la 
forme 

où Xa sont des constantes, p est une l'onction continue positive et ne s'annulant 
pas dans le domaine (D), G est une fonction symétrique en x^y^ z et Ç, r», Ç, 
continue en tous les points de (D), sauf pour le point 

où elle devient infinie comme la fonction -• 

r 

Les autres, que nous désignerons, en général, par WA(/r=^i, 2, 3, ...), vérifient 

les équations suivantes 

Wa = fXA j (j(l, ri, C) J (.r, 7, w; ;, Yî, C) Wa(^, r^, C) ds', 

où y,k sont des constantes^ ^ et J les fonctions jouissant des mêmes propriétés par 
rapport aux points de la surface (S) que les fonctions p cl G par rapport aux 
points du domaine (D), limité par (S). 

6. Il est naturel maintenant de poser ces questions générales : 

1" Peut-on trouver, pour chaque domaine (D), limité par une surface 
donnée (S), et pour toutes les fonctions données /?(j:,j^, z) et G(x,y^ z; $, r,, !J), 
satisfaisant aux conditions générales énoncées dans le numéro précédent, une 
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CHAPITRE I. 



REMARQUES PRÉLIMINAIRES. 

i. Désignons par (S) une surface fermée satisfaisant aux conditions suivantes : 

i" En tout point de (S) il existe un plan tangent déterminé; 

2** Autour de chaque point p de (S) on peut décrire une sphère (a*) dUin 
certain rayon D, assez petit mais déterminé, de telle façon qu'une parallèle 
à la normale à (S) en p ne puisse rencontrer la sur/ace (S), à l'intérieur 
de (o-), qu'en un seul point ; 

3*' L'angle aigu que font les normales à (S), en deux points quelconques p 
et p' de (S), est plus petit que ar^ a désignant un nombre fixe ne dépendant 
pas de la position des points p et p' sur (S), r désignant la distance pp^. 

On sait que le principe de Neumann s^applique à toute surface (S) jouissant 
des propriétés énoncées. 

On peut donc résoudre le problème de Dirichlet pour toute surface (S) appar- 
tenant à la classe considérée, c^est-à-dire trouver une expression analytique de la 
fonction U satisfaisant aux conditions 

^HJ ()»u (^»u 

AU = -3— r- -h -T-r -h -^-r- 11= o à l'intérieur ou à Textérieur de (S), 
ox^ oy^ ùz^ ^ 

U=/(^,7,5) sur (S), 

quelle que soit la fonction donnée/, continue sur (S). 

Cela résulte de diverses recherches de MM. S. Zaremba, A. LiapounofT el 
W. Stekloff (Voir Journal de Mathématiques, Annales de VÊcole Normale^ 
Communications de la Société mathématique de Kharkow, Bulletin de r Aca- 
démie des Sciences de Cracovie, 1899- 1902). 

Nous n'allons considérer, pour fixer les idées, que des surfaces satisfaisant aux 
conditions 1®, 2", 3"*, mais il est utile de remarquer d'avance que plusieurs résul- 
tats de. nos recherches, qui vont suivre, resteront vrais pour une classe de surfaces 
beaucoup plus générale, à savoir pour toutes les surfaces auxquelles s'applique 
le principe de Dirichlet (voir H. Poincaré, American Journal, t. XII). 

2. Désignons le domaine de l'espace, limité par une surface (S), par (D); le 
domaine extérieur à (S), nous le désignerons par (D'). Remarquons qu'on peut 
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considérer (D') comme une limite d^un domaine, limité par la surface donnée (S) 
et par une sphère, décrite autour de rorigine des coordonnées, de rayon R, 
lorsque R tend vers Tinfini. 

Soit f{x^y^z) une fonction quelconque de trois variables réelles x^y, z\ on 
peut la considérer comme une fonction du point m de l'espace, en entendant par J7, 
y^ z les coordonnées (rectangulaires) du point m. 

Nous désignerons une telle fonction simplement par 

/(m). 

Toute fonction F(ar, yiZ\ Ç, tj, J^) de six variables réelles x^ y^ z et Ç, tj, X^ peut 
être considérée comme une fonction de deux points m et m^ ayant respective- 
ment x^ y y z et Ç, Tj, X^ pour coordonnées. 

Nous désignerons une telle fonction par 

F(/w, /W|). 

L'intégrale d'une fonction quelconque F(/n,m4), prise par rapport aux 
variables x^y^ z et étendue au' domaine (D) tout entier, nous la désignerons par 



/ 



F (m, mi)dz; 

l'intégrale analogue, prise par rapport aux variables Ç, r\y ^ et étendue au 
domaine (D), nous la désignerons par 



/ 



F(/w, /Wj) rfr'. 



d'z et d'^ étant les éléments de volume du domaine (D). 
Désignons encore par 

''F(/n,m,)crr 



/' 



l'intégrale, prise par rapport à m(^,y, -z) et étendue au domaine, composé de 
deux domaines (D) et (D') (c'est-à-dire l'intégrale, étendue à l'espace tout entier). 
Désignons enfin par 

F(m)rfTi, 



/' 



F(m) étant une fonction quelconque du point m, l'intégrale, étendue au do- 
maine (D'), rfT< étant l'élément de volume de (D'). 

3. Avant d'aller plus loin, signalons un lemme remarquable qui jouera un rôle 
important dans les recherches qui vont suivre. 
Voici l'énoncé du lemme dont il s'agit : 

Fac. de T., 2« S., VL 47 
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Soit 

/(/w) rr: a, /,(/n) 4- a,/,(/w) 4-. . . + a„/„(/n), 

où a, (5 = 1 , 2, 3, ..., /i) sont des constantes indéterminées, /t(m)(s = 1 , 2, ... n) 
/onctions du point m, linéairement indépendantes et continues avec ses dé- 
rivées du premier ordre dans le domaine (D). 

On peut toujours disposer les constantes a, (5 = i , 2, 3, . . ., n), en les assu- 
jettissant à vérifier un certain nombre d'équations linéaires et homogènes, de 
telle manière que le rapport 



m)'-m'-m'Y 



/ 



pdT 



soit plus grand qu'un nombre L,,, ne dépendant que de la surface (S) [/le 
dépendant j)as de f{m)\ et infiniment croissant avec l'indice /i, de sorte que 

lim L„= 00. 

Il = ao 

Je me permets de ne pas exposer la démonstration que le lecteur trouvera dans 
le Mémoire bien connu de M. H. Poincaré, Sur les équations de la Physique 
mathématique ( Rendiconti di Palermo, 1 894 ) . 

J'appellerai ce lemme lemme fondamental de M. H, Poincaré, 



SOLUTION d'une ÉQUATION FONCTIONNELLE FONDAMENTALE. 

4'. Désignons par />(/n) une fonction positive, bornée, intégrable et ne s'annu- 
lant pas dans le domaine (O). 

On aura, quelle que soit la position du point m dans (D), 

(1) a</?(m)<(3, 

a et ^ étant des nombres fixes. 

Soit H(m, m^) une fonction de deux points m et m^ satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

(a) Elle est symétrique en m{xj y, z) et /n< (Ç, tj, Ç) ; 

(6) Elle reste continue en tous les points m, intérieurs à (S), quelle que 
soit la position du point m^ dans (D) {et inversement) \ 
(c) Il existe un nombre fixe A tel qu'on ait 

(2) y|H(m,/;/,)|^/T'<A, 



THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS FONDAMENTALES. 363 

quelle que soit la position du point m dans (D) [/e5 points de la surface {^) y 
compris]. 

Désignons par G (m, m^) la fonction suivante 

(3) G(/n, m,) ~H(/n, /n,) 4- i^» 

[X étant une constante, r la distance /n/n|. 

Il est évident que la fonction G(m, /M|) est aussi symétrique en m ei m^. 

5. Maintenant, proposons-nous de résoudre le problème suivant : 
Trouver une fonction V(/n) vérifiant V équation fonctionnelle 

(4) V(m)r=:X r/>(m,)G(m,m,)V(/nt)rfr'4-/(m), 

f{ni) étant une Jonction donnée, bornée et intégrable à V intérieur de (D), 
X étant un paramètre. 

L'équation (4) représente une généralisation de l'équation fonctionnelle 



?(^)H-/ f{^yy)9^y)^y-'^^^)y 



étudiée par M. I. Fredholm, sous certaines suppositions très générales par 
rapport à la fonction fix), dans son Mémoire : Sur une classe d^équations 
fonctionnelles (Acta mathematica, t. XXVII, p. 365) (*). 

J'emploierai, dans mes recherches, une autre méthode, différente de celle de 
M. I. Fredholm, à savoir la méthode de Schwarz-Poincaré (Bendiconti di 
Palermo, 1894). 

J'imposerai encore certaines restrictions à la fonction G(m, /W|) dont j'ai déjà 
signalé quelques-unes au numéro précédent, sans traiter le problème dans toute 
sa généralité, mais les restrictions dont il s'agit sont justifiées par les applications 
de l'équation (4) à la Physique mathématique, comme nous verrons cela plus tard. 

Moyennant la méthode de Schwarz-Poincaré, cherchons V(m) sous la forme de 
la série 

(5) W{m)^=:i VQ{m) -\-'kK\{m) -^-1^ v^{m) -\- , , ,-^'k'' Vi,{m) -\- , , ,y 

où fA(m) (Ar = o, 1,2,...) sont les fonctions du point m. 

(*) Voir aussi D. Hilbert, Grundzûge einer allgemeinen Théorie der linearen 
Integralgleichungen (Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gôttingen, Heft I, 1904). — V. Volterra, Sopra alcune questioni di inversioni di 
integrali dejiniti (Annali di 3fatematica, t. XXV). 
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Substituant cette expression de V(m) dans (4), on trouve 

(6) i.o(/w)=/(m), 

(6i) i'*(/w)= //>(/ni)G(m,m,)i>jfc_i(/nt)rfT' (A: = i,2,3, ...). 

Désignons par J^ (Ar = o, i , 2, 3, . . .) l'intégrale suivante 

(7) ik^jp{ni)vl{m)dx>o. 
De l'égalité (6<) on tire 

où, en verlu de (3), 

Désignons par (S/) une surface fermée intérieure à (S), par (D/) le domaine 
limité par (S/). 

D'après Th^'pothèse faite par rapport à H (m, m^ ), on peut assigner un nombre 
fixe AJ, tel qu'on ait 

(2,) Cw{m,m,)dT'<k\, 

pour tous les points intérieurs à la surface (S|) qui peut être si voisine de (S) 
qu'on le veut. 

D'autre part, on sait que 

rd':' 

/ désignant la plus grande dislance de deux points de (S). 
On trouve donc, eu égard à (i), 

(2,) r/>(m,)GM'w,m,)û?T'<2(3(AÎ4-27rfx«/) = Q-, 

quelle que soit la position du point m dans le domaine (D/). 
On a donc, eu égard à (71), 

(8) vKmXQ^h-x' 

On peut dire, en se rappelant les propriétés de la surface (S|), que cette inéga- 
lité a lieu pour tous les points m, intérieurs au domaine (D). 
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6. ReprenoDS Téquation (64) et posons 

S= //?(/w,)H(m, m,)i^jfc_j(mj)rfr', 

On trouve, en vertu de (1) et (2), 

S*= //?(/»i) I H(m, mj) I rfr'y /?(mt) 1 H(m, m,) I i^J^, (m,) rfr' 

< Pa/ />(m,) I H(m, mj) I f'î., (mi)rfr'. 

D'autre part, 

R«<27rfx«/(3J^_„ 
et, par suite, 

i^U^)<2{S*^R^)<2^\xfp(m,)\R(m,m,)\vl_,{m,)dr'-h2n^^ 
d'où, eu ëgard à (2), 

(9) y/>(m)(^J(m)rfT = J^<2p«(A«+27rfx«/D)J;t^, = B«JA._„ 

D désignant le volume du domaine (D). 

7. Multiplions maintenant (6|) par p(m) Vk{^) d'z et intégrons, en étendant 
l'intégration au domaine (D). 
On trouve, eu égard à (7), 

d'où l'on lire, en échangeant l'ordre des intégrations, 

caria fonction G(m, /ni) est symétrique en m et m|. 
De cette égalité on tire l'inégalité suivante 

ayant lieu pour toutes les valeurs de l'indice Ar = i , 2, 3, 

Les inégalités (9) et (10) donnent 

(II) ^<r'<r< <T^< <»'• 

Jq Jj J3 J/.— 1 



366 W. STEKLOFF. 

8. Comparons maintenanl les séries 

(5i) V'(m) = Çi{m) -h')^ Vi(m) -h . . ,-hV'~^ f'^(m) +. . . 

et 

dont la dernière converge, pourvu que 



I>.|<lim^ = p., 



*=- y/J* 



où, es venu de (9), 



po>^ 



est un nombre positif, différent de zéro, quelle que soit la fonction f{ni). On 
en conclul, eu égard à (8), que la série (5)) converge absolument et uniformé- 
ment à l'intérieur de (D), pourvu que 

(12) |X|<p,= lim^. 

Donc la série (S^) représente une fonction V (m) continue à Pintérieur du 
domaine (D) pour les valeurs du paramètre a satisfaisant à la condition (12). 

9. Quant à la série (5), elle représente une fonction bornée et intégrable 
dans (D). 

Si nous supposons que /(m) soit continue à Pintérieur de (D), il en sera de 
même de la fonction V(m), car, en vertu de (6), (5) et (5<), 

V(/w)=:/(/n)-4-XV'(m). 

Il ne reste qu'à prouver que la fonction trouvée V(m) satisfait à l'équation (4). 
Remplaçons dans (5) m par m^, multiplions l'égalité ainsi obtenue par 
p{nii) G(m, /Wi) et intégrons-la. 

On trouve, en se rappelant que la série (5^) converge uniformément dans (D), 



A=0 



d'oii Ton tire, en tenant compte de (5), (6) et(6<), 



Çp{m,)G{m,m^)y{m^)d^-l^^-k''^'Vk^,{m)-^[W{m) -«-.(m)] 
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oa 

V(m) = X rp(m,)G(/n, m,)V(/nl)^T'-h/(/w); 
c'est précisément l'équation (4)* c. q. f. d. 

10. Supposons maintenant, pour plus de simplicité, que la fonction y*(m) soil 
continue dans (D). 

Considérons V(/n) comme une fonction du paramètre X et désignons par p le 
rajon de la convergence absolue et uniforme de la série (5). 

L'inégalité (12) montre que 

(«3) p^Po. 

Montrons que p est précisément égal à po. 
Posons, en général, 

(14) 3r,s= f P{^) ^r(m) ^s{ni) dTy 

r et S étant ties entiers quelconques. 

On trouve, conformément aux notations du n^ 5 [l'égalité (7)]) 

(15) Jr,r = Jr (r izz O, I, 2, . . . )• 

Remplaçons dans (64) k par 5, multiplions le résultat ainsi obtenu par 
p(m) Vr{^) dx et intégrons. 
On obtient 

ir,s=J p{rn)Vr{rn)l j p{mi)G{m,mi) Vs-i{mi)dT'jdT 

=J P(^i) ^s-i{mi) Çr+iimi) dr' = J^i^s-if 
d'où 

k étant un entier positif, plus petit que 5. 

Supposons que 5 > r et que les nombres 5 et r soient pairs ou impairs à la fois. 

On peut toujours poser 

5 = r -h 27 , 

/ étant un entier convenablement choisi. 

Remplaçant dans (16) k par /, il viendra, eu égard à (i5), 



t 
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Cela posé, considérons les séries 

(i8) Sf,{m) i=:i^o(/w)4-X'('i(/n) -^-l^ ç,,{m) +. . .-^l*^ Vtki^) H-.. -, 

(181) 5,(m)=:ç'j(m)H-X't'8(m) -hl^^v^^m) -+-. . .-t- X** ç'jit^.iC/n) -h. . 

Le rayon de la convergence uniforme de ces séries ne surpasse pas celui des 
séries 

et 

I p{ni)Si{m) Çi(m)dz 

qui se réduisent, en vertu de (17), aux suivantes : 

( 18,) Jo -h X' Ji + X* J, -t- . . . H- X«* J* H- . . . 

et 

(l8a) Ji + X» J, 4- X* Ja+ . . . -t- X«*Jah.i H- 

Supposons que X > o. Chacune de ces dernières séries ne peut converger que 
pour les valeurs de X, plus petites que le nombre po, 



Donc, les séries (18) et (184) ont le même rayon p^ de convergence qui est au 
plus égal à po» 

Or, le rayon p de convergence de la série (5) 

('o(m) -f-X('i(m) 4-X' i',(m) +. . . + X*('A(/n) -h. . .=:5Q(/n) -hX5i(/n) 

est, évidemment, égal à p^. 
Il s'ensuit que 

P = Pi=Po- 

On a donc précisément, eu égard à (i3), 

p = po c. Q. F. D. 

11. Nous n'avons considéré les valeurs de la fonction G(/n, mi ) et des fonc- 
tions i^h{fn) (/r = o, I, 2, • . .) que pour les points intérieurs à (S). Or, la fonc- 
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tien G(m, mi), considérée^ par exemple, comme une fonction du point m, 
peut être prolongée à l'espace extérieur à (S), c'est-à-dire à tous les points du 
domaine (D'), et cela d'une infinité de manières. 

A chaque prolongement déterminé de la fonction G(/n, m^) correspondra un 
prolongement bien déterminé des fonctions ç^a(/w) (Ar = i, 2, 3, . . .), définies par 
les relations (64 ). 

Supposons maintenant que la fonction H(m, nti) reste continue avec ses déri- 
vées du second ordre dans le domaine (D) tout entier [les points de la sur- 
face (S) y compris]. 

Dans ce cas, on peut trouver deux nombres fixes A et L, de façon que l'on ait 

(19) jG'(m,m,)dr'<k, AAHCm, m, )]«</t'< L», 

quelle que soit la position du point m dans le domaine (D). 
Formons la fonction U(m, m^) satisfaisant aux conditions 

AU(m, m,)iz: -^-4- ^-«- "J^ — ^ ^ 1 extérieur de (S), 

U(m, m,) =r H(m, m,) sur (S), 

et se comportant à l'infini comme un potentiel newtonien. 

C'est le problème extérieur de Dirichlet qui peut être résolu dans le cas consi- 
déré, car, d'après les suppositions faites, la surface (S) satisfait aux conditions 1", 
2** et 3® du n® 1 et la fonction H(m, nii) reste continue sur (S). 

Nous supposons toujours que te point /??i se trouve dans le domaine (D). 

Prenons maintenant pour G (m, m^) la fonction, définie par les conditions 
suivantes : 

G(/w, m,) = H(/w, 771,) 4- ^ à rintérieur de (S), 
G(/n, m,) = U(m, m,) -h ^ à l'extérieur de (S). 

Dans ce cas, toutes les fonctions Vk{m) (Xr ^^ i, 2, 3, . . .), définies par les 
relations (6|), seront continues dans r espace tout entier; leurs dérivées du 
premier ordre seront continues à r intérieur et à V extérieur de la surface (S). 

Désignons par R la distance du point m à l'origine des coordonnées. 

On aura, quelle que soit la position du point m dans le domaine (D'), exté- 
rieur à (S), 

R|G(m,/Mi)| <A, 



R= 



f?G(/n, m^) 



<R 



ôx 
fhc, de T,, 2- S., VI. 48 
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et les inégalités analogues pour les dérivées de G(m, m<; par rapport à y et k s^ 
A et B étant des nombres fixes. 
Par conséquent, 

R\^'k{'n)\ <Jp{m^)R\G(m,m^)\\ç^_^{mi)\dT'<xfp{mi)\i^u-i{mi)]dz'=\i, 



K 



ôx 



A4 et B| étant des nombres fixes. 

On en conclut que chacune des fonctions fA(/w) (Ar = i , 2, 3, . . .) se comporte 
à TinGni comme un potentiel newtonien. 

Il est évident ensuite que chacune des fonctions Vk{ni) (Ar=i, 2, 3, ...) 
admet les dérivées du second ordre, continues dans (D'), et satisfait à 
Véquation 

(20) Af'A('w) = o à Textérieur de (S). 

Supposons encore que la fonction p {m) soit choisie de façon que le potentiel 

p{m)Vk{m) ^^ 



f 



r 



admette les dérivées du second ordre à rintérieur de (D). 
Cette condition étant remplie, on trouve 

(21) àvk(m)=: — ^T:iip{m)vjc..i{m)^ I p{mi)vu-i{nii)Mi(m,mi)dT' 

à rintérieur de (S). 

12. Introduisons maintenant les notations suivantes : 



ÔJ.' J ' \ ôy J \ Oz J ^^ \ ôx 

2 



d\^ dS d^dS^ d\^ dS VI <?U d\ 



ôx ôx df Oy Oz ôz ^^Ox ôx 

Désignons par n la direction de la normale extérieure à (S). 
Les limites, vers lesquelles tend une fonction quelconque F du point //i, 
lorsque m tend vers un point de la surface (S), nous les désignerons par 

F/ et F^, 
selon que m reste constamment à l'intérieur ou à l'extérieur de (S). 
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Knoos encore par les symboles 



[u'on appelle dérivées normales intérieure et extérieure de la fonctioD F, 
L~dire les limites vers lesquelles lend l'expression 

^COs(n,j7) + ^-COs(n,^)4- ^C0S(n, = ), 

lorsque le point m{x,y, z) tend vers un point de (S) en restant respeclivemeut 
à l'intérieur ou à l'extérieur de (S) (sur la normale n). 

Comme, d'après l'hypothèse faite, H{/n, m,) reste continue sur (S) avec ses 
dérivées de deux premiers ordres, la fonction U(fn, m,), définie dans le numéro 
précédent, admet la dérivée normale 

«ni, 

dn 
régulière sur (S) ('). 

On peut donc trouver un nombre fixe L| , tel qu'on ait 

/-'=/(f-'^)-<^!- 

l'intégrale étant étendue à la surface (S). 

Cela posé, appliquons le théorème de Green à la fonction vi,{m). 

On trouve, conformément aux notations introduites (voir aussi n" S), 

et, en vertu de (ao), 

car Vk reste continue dans l'espace tout entier. 
Or, 



( ' ) Voir mon Ouvrage : La méthodes générales pour résoudre les problèmet /onda~ 
mentaux de la Physique mathématique, Kharkow, 1901, p. 181 (en russe). Les conditions 
plus générales de l'existence des dérivées normales d'une fonction harmonique sont indi- 
quées dans te Mémoire de M. LiapounolT : Sur certaines questions qui se rattachent au 
problème de Dirichlet {Journal de Mathématiques, 1889). 
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Les dérivées du premier ordre du potentiel newtonien 
restent continues dans Tespace tout entier; on a donc 
el, eu égard à (ai), 

Or, 

et 

(^fp*'k-i ^Udr'Jifp^U dr'J'pi^ay dr', 

d'où, en venu de (i), (7) et (19), 

^yV"*-! AH rfT'y < (3L»J*_,. 
Par conséquent, en vertu de (9), 

I y'i'*(y'/'i'*-, AH </t') rfr I < L y/^s/Jlv/ï:;::; < BL y/Ç J*_,. 

D'autre part, 
\Jvki(^j'p{m^)i'^.^{m^)]?dx>\dsyij'i>\tdsJ(j'p{m^)ç^.^{m,)PdA^ds, 

(^Jp(m,)i>,,^^im,)\>d7'y<J'p{m^)i>U(m^)dT'J'p{m^)P^dT', 

et, en vertu de (191), 

(*) Nous écrivons, pour plus de simplicité, F au lieu de F(/n), H au lieu de H(/n, #»i), eic, 
ce qui ne peut donner lieu à aucun malentendu. 
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Par conséquent, 



IJ^^n I Pi^i)^'c-i{m^)Pdr'\ds 



< 



i 



Or, dans le cas considéré, l'inégalité (8) a lieu pour tous les points du 
domaine (D) [les points de (S) y compris]. 
On a donc 

I Z''*' {f^^"^' ^ "'^-^ ^ '^^ ^ ^ '^''') "^^ ^ ^^' ^ s/f^h-u 

S désignant la grandeur de la surface (S). 
On trouve donc finalement, eu égard à (2a), 



(23) 



I*< (^/iTTfxB -^ BL y/Ç 4- SL, Q v/pD j 3,., = NJ;t-„ 



car, en vertu de (9), 



j pi^k^k-i dt < \/3l\/ Jk-i < BJ^_,. 



Uinégalité (28) donne 



d'où 



(24) 






f^<N^<Np ^_£,^ ^, <Nj3 -^ 



/2(S)' 



dT 



fim 



d-z 



Il est utile de remarquer que dans certains cas particuliers la démonstration de 
Finégalité 



(i>4.) 



■Ta 
J*-i 



<Np 



/2(fe)-- 



peut être essentiellement simplifiée. 

Supposons, par exemple, la fonction G (m, mi ) chpisie de façon que l'on ait 



(i9i) 



/ 



,Jj^ds<o 



an 



pour toutes les valeurs de l'indice A:=:i, 2, 3, .... 

Ces conditions étant remplies, l'introduction de la fonction U (m, m\) ainsi que 
de l'inégalité (iQi) devient inutile. 
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En effet, de l'inégalité 



fiiW'^-f"'""*/'""-^'- 



on tire immédiatement, eu égard à (iQs), 



d'où, comme précédemment, 

Cette inégalité conduit tout de suite à (244 ). 

Supposons encore que la fonction symétrique H(/n, mi), considérée comme 
une fonction du point m, jouisse des propriétés suivantes : 

Elle reste continue avec ses dérivées du premier ordre dans l'espace tout entier, 
admet les dérivées du second ordre continues dans (D), se comporte à l'infini 
comme un potentiel newtonien et satisfait à l'équation 

AH(m, m,) — o à rextérieur de (D) ('). 

Ces conditions étant remplies, l'introduction de la fonction U(/n, m^) sera aussi 
inutile, car toutes les fonctions Vk seront continues avec ses dérivées du premier 
ordre dans l'espace tout entier, de sorte qu'on aura 

et, par suite, 

d'où l'on tire, comme précédemment, l'inégalité (28) et puis l'inégalité (24)- 
Nous aurons l'occasion de faire usage de ces remarques plus tard. 

13. Supposons maintenant que la fonction /(m) dans l'équation (4) se repré- 
sente sous la forme suivante : 



(1) Ce sont les suppositions que j'ai faites dans ma Note : Sur certaines égalités com- 
munes à toutes les fonctions fondamentales {Comptes rendus, 4 juillet 1904). 
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a, (5 = I, 2, ..., n) étant des constantes indéterminées, y, (5 == i, 2, . . ., /i) étant 
des fonctions du point m, linéairement indépendantes et continues dans (D). 

Les relations (64 ) montrent que, dans le cas considéré, chacune des fonctions vj^ 
sera une fonction linéaire de constantes a,. 

D'après le lemme fondamental de M. H. Poincaré (n® 3), on peut toujours dis- 
poser les oLs de façon que l'on ait 



/■ 



vldT 



m 



< r- 



ë)"* ' 



Nous aurons alors, eu égard à (24)9 



fvldr fçldz 



Jj-<NS -^ <Na -^ <^ = ^ 



fim^ fim- 



et, en vertu de (11), 



V/Ji ^ V^^ ^ sfhc 



sjh >JTx ^Sk- 



;<v/è 



Désignons par (E^) l'ensemble des valeurs des a„ pour lesquelles ces inégalités 
ont lieu. 

Remplaçons k par A: + i; nous obtiendrons, comme précédemment, les inéga- 
lités suivantes : 



V/Jo V^J, \/h-x s/ h V U 



ainsi qu'un ensemble correspondant (E^^i). 

Comme ces inégalités entraînent les inégalités précédentes, on en conclut que 
l'ensemble (E^+i) est renfermé dans (Ea). 

Supposant que l'indice A* croisse indéfîniment, nous obtiendrons une suite 
d'ensembles 

(Ea), (Ejt_Hi), (Ea-hj)» •••» (E^-Hp), ..., 

dont chacun des suivants est renfermé dans le précédent. 

11 s'ensuit que chacun des ensembles (E^+p) est un ensemble bien déterminé, 
quel que soit le nombre />. 

Supposant que p croisse indéfiniment et en passant à la limite, nous obtien- 



376 



W. STEKLOFF. 



drons un ensemble déterminé (E.) = (E) de valeurs des a,, telles qu'on aura 

-7= <C —j=r. <Z' ' '<Z . <Z' '<. ■7=' 

VJo vJi vJa-i S/^n 

Dans ce cas nous aurons (voir n** 9) 



(25) 






l'inégalité qui nous sera nécessaire plus loin. 



14. Montrons maintenant, en suivant une voie indiquée par M. H. Poincaré, 
que V(m), considéré comme fonction du paramètre X, est une fonction méro- 
morphe en X n'ayant que des pôles simples et réels. 

Formons les séries 



(26) 



M, = ç;, -h'kv^ -h X* t'a 

M, = (;, ^- X P, -4- X* (^4 4- . . . 

w* — ^*- 1 -+- X ç^A- -hX»r^+,-f-... 

«*-+-! ~^k 4- X Pam-I -h X« Vk^^ + . . . 

qui convergent, évidemment, absolument et uniformément dans (D) pour les 
mêmes valeurs du paramètre X que la série (5). 

Elles représentent donc les fonctions Uk(k= 1 , 2,..., /i-j- i) continues dans (D). 
Ces fonctions satisfont aux conditions 

{27) Uk—'ku^^^—Vk-x (A— 2, 3, . ..,/i), 

(28) Ufc(m) = I p{mi)G{m,mi)Uk-i{mx)dT' (A: = 2, 3, . . ., /i -f-i), 

ce qui résulte immédiatement de (64) et (/>A)). 
Désignons maintenant par 

«1, OC^, • • • ♦ OC/» 



n constantes indéterminées et posons 



(39) 



w z=z «jV-f- a,Wî-h. . .-t- OCnU„. 



Multipliant cette égalité par X/?(mi)G(m, m») d'c' et intégrant, on trouve, eu 
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égard à (4), (27), (28) et (29), 



X / />(mi) G(m, m,) wP'(m,)é/T' 



w 



= a,V(/?i) — a, t'o ( 'w ) -h Xa, £/,(m) -f-Xa, £/4(/w)-i-. . .4-Xa„ w„^,{m) 

= wP' — ( «i ç'o -^ «1 ^1 -H «8 ^1 -+- • • • -+- «« ^«-1 ) . 
Donc, la fonction iv(m) vérifie Téquation fonctionnelle 

(m) = X //?(/?ii) G{m, m,) w'(m,)e/T'4-/i(m), 
où l'on a posé 

/i('w) = a, ^o('w) -^ «1 «'i('w) -h a, f,(m) 4-. . .4- a„r„_,(m). 

Cest une équation de la même forme que (4)i que nous avons pris pour le point 
de départ de nos recherches. 

Répétant presque textuellement les raisonnements précédents (n**' 4-H), on 
s'assure que w(m) se représente sous la forme de la série 

(3o) iV= vi^Q-h XwP'i-f-X^MP', -h. . .-h X*W'jt-i-. . ., 

dont le rayon pi de la convergence absolue et uniforme est égal à 

Pi=lim-^=4=, 

où Ton a désigné par J'^ ce qui devient Ja [voir n^ 5, l'égalité (7)], si l'on y rem- 
place Vk par «'A (A: = o, I, 2, . . .). 

Ce résultat reste vrai, quelles que soient les constantes a, (5 = 1, 2, ..., n). 

Or, d'après la proposition établie dans le n'^ 13, on peut choisir les a^ de façon 
que Ton ait 

D'autre part, en choisissant convenablement le nombre /i, on aura 

„>f >A, 

A étant un nombre donné à Pavance, qu'on pourra prendre aussi grand qu'on 

voudra, car (voir n** 3) 

UmL„=:oo. 



/! = eo 



Fac, de T., a* S., VI. 49 
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On en conclut qu'o/j peut toujours choisir le nombre n et disposer ensuite 
les constantes a, (5 = i, 2, , . .^ n) de façon que Von ait 



(3i) 



Pi>P> 



p désignant le rayon de convergence de la série (5). 



IS. Nous avons vu (n° 13) que le rayon p de convergence de la série (5), 
représentant la solution de l'équation (4), dépend du choix de la fonction /{m)^ 
mais il ne peut pas dépasser un certain nombre positif et différent de zéro. 

En le désignant par /|, supposons que la fonction /*( m) soit choisie de façon 

que 

p = /,. 

Supposons encore que les constantes a^ soient choisies de façon que [Pinéga- 
lité (3i) du numéro précédent] 

pi>p. 

Formons le système d'équations linéaires 

V — Xl/jZHÇ'o, 

Ui — XttjizK'i, 



«1 V -f- a, w, -4- . . . 4- a„ i/„ = iï'. 
En les résolvant par rapport à V, on trouve 



(32) 

où Ton a posé 



V(m) = 



P(m) 
D(X)' 



(33) 



P(m) = 



w (/m) «, 

t>o (m) — X 

»'i {'n) 1 

• •••••• • 

r„_3(m) G 



oc, 



^~" A . * . 



«n-l 



O 



O 



• • • ~~' A 



O 
O 

O 

-X 



(34) D(X) = a„-Xa„_i-4-X»a„_,-h...-h(-X)'»-»a,= 



0C| OC] 0C| . . . 

I — X O 



O 



o ... — X 
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La foncûoo P(/n) se représente sous la forme de la série 

(35) P(m)=:Po(m) + XP,(m)-hX«P,(/n)-h...-+-X*PA(m)-i-... 

qui converge absolument et uniformément dans (D), pourvu que 

(36) |X|<pt>/i. 

Or, nous avons vu que la fonction Y{ni) cesse d*étre continue pour les valeurs 
de X dont le module est égal à /, . 

Il s'ensuit que le polynôme D(X) admet au moins une racine V dont le module 
est égal à /| ; cette racine représente en même temps un pôle de la fonction V(m), 
considérée comme fonction du paramètre X. 

On en conclut que la /onction V(m) vérifiant V équation (4) esty en général^ 
une fonction méromorphe du paramètre i. 

16. Démontrons qu'e/fe ne peut admettre que des pôles simples. 
Soit X = X' un pôle de la fonction V(m). 
Substituant (82) dans (4), il viendra 

(37) P(m)=z:X r/?(mi)G(m,m,)P(mOt/T'4-D(X)/(m). 

Désignons par V'(/w) ce que devient P(m), si l'on y pose X= X'. 
On aura 

(38) V'(m)=V Ç p{m,)G{m,m,)\'{m,)d'e. 

Supposons que X' soit un pôle multiple de la fonction V(m) et, par suite, une 
racine multiple de polynôme D(X); soit q + i son ordre de multiplicité. 
On a 

(39) D(X') = o, Df»H^') = o, D(«)(X') = o, ..., Df^HX') = o, 

D^'^(X) désignant la dérivée de 5""* ordre du polynôme D(X). 

Désignons par V^^\m) la dérivée de 5**"*® ordre de la fonction P(/w), prise par 
rapport à X ; on a 

(40) P(')zz5l P,4- ll±illxP,^, + . . .4- ^-^j^ X^P,4-;t-^. . . . 

Or, l'égalité (33) montre que 

P/.+)t=(- i)'*-'i*'*^, {k = Oj I, 2, ...). 
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On en conclut que le rayon de convergence de la série (4o) est égal à celui 
de (3o); la série (4o) représente donc une fonction continue dans (D), pourvu 
que X satisfasse à Tinégalité (36). 

DifTérentions maintenant (37) s fois par X; il viendra, eu égard à (Sq), 



s — 1 



(— i)*_^ p(^) 
^ kl 



Cette égalité a lieu pour toutes les valeurs de 5 à partir de 5 = o jusqu'à s = q. 
On en tire, en remplaçant s par s — 1 , 



(-1)* p(*) 



(42) p(-t)(^j^X'j^^(mOG(m,m,)P(-»)(mJrfT'+(^-i)l2(^7)^ 



* k\ 



Posons 



fp{m,)G{m,m^)P^' '^{m^)dT'=:iV{m). 



On aura, en se rappelant que G (m, mi ) est une fonction symétrique en m et mi , 

fp(m)Gim, my ) P<'-»> (m) dz'^z \]{m^). 

Supposons maintenant que 

P<*^(/n)i=:o pour A: = o, I, 2, ..., .ç— 2. 

Multiplions (40 et (42) respectivement par 

/?(m)P<'-»)(m)é/T ei /?(m) P<')(m)û?T, 

retranchons et intégrons le résultat ainsi obtenu. 
Remarquant que 

= J^p{m,)P(^^{m,) ifp{rn) G(/n, m,) P^*-») (m) e/r^ dx' = Cp{m,)V^s){m,)\}{m,)d'z' , 

Jp{m) P(')(m) (^Jp{m,)G{m,m,)P(s-i)^rn,)dz'^dT=Jp(m) P(')(m) U(m)^T, 

on Irouve 

fp(fn)[P^'~'^{m)ydT = o, 

d'où 

P(*-»)(/w) = o, 

car p{m) reste positif dans (D). 
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et intégrons le résultat obtenu; on trouve 

(45) fp{rn)\},{m)l Ç p{m,)G{my ni,)\]y{m^) (l'A d': 

-4- I p{m)l]^(m)l / /?(mi)G(m, m|) Ui(/?Ij)û?t'Wt = o, 



car 



(46) fp{m)Uj{m)( r/?(m,)G(m, mj)Ui(m,)e/T'jû?T 

= / P{^^) Ui(m)( / p(nii) G(m, /w,) U,(/W|) c/t' j dT. 

Multipliant maintenant (43) et (44) respectivement par p(m)l]i(m) d-z et 
p(m)l]2{m)di, additionnant et intégrant le résultat, on trouve, eu égard à (45) 
et (46), 

fp(m)[V\(m) -{~Vl{m)]dT = o, 

c'est-à-dire 

U,(m)=:U,(m) =V'(m)=zo, 

ce qui est impossible. 

Donc, tous les pôles de la fonction V(m) sont réels. 

18. On peut maintenant énoncer ce théorème général : 

Théorème. — Soit (S) une sur/ace fermée, à laquelle s'applique le prin- 
cipe de Neumann (*). Soit p{ni) une fonction du point m{x, y, z) continue 
positive et ne s' annulant pas dans le domaine (D), limité par la surface (S). 

Supposons encore que la fonction p{m) soit choisie de façon que le poten- 
tiel newtonien 

admette les dérivées des deux premiers ordres dans (D), quelle que soit la 
fonction ^{m) continue avec ses dérivées du premier ordre (^). 
Soit f(m) une fonction du point m, continue (') dans (D). 



(1) Il suffit de supposer que (S) satisfasse aux conditioDs i^, 2^ et 3*^ du n® 1. 

(^) Il suffi t de supposer que j9(/n) reste continue avec ses dérivées du premier ordre à l'in- 
térieur de (D). Quant aux conditions plus générales, voir O. lioLDERf Beitràffe zur Poten^ 
tialtheorie, Stuttgart, 1882. 

(3) Remarquons que cette restriction n'a rien d'essentiel; il suffit de supposer quey(/n) 
soit bornée et intégrable, mais ici nous n'insistons pas sur ce point. 
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Soit enfin H (m, /Wi) une /onction de deux points m(x^ y^ z) et mt(Ç, 'r\, Ç), 
symétrique en m et m^ et continue avec ses dérivées des deux premiers ordres 
dans le domaine (D) tout entier [les points de la surface (S) ^ compris]. 

Posons 

G(m, mi)=: H(m, /w,)H- -> 

[JL désignant une constante, r la distance de deux points m et m^. 
Ces conditions étant remplies, Inéquation fonctionnelle 

V(m) = X r/?(mi)G(m,m,)V(/nj)e/T'-+-/(/n), 

X étant un paramètre, admet toujours une solution V(m) qui se représente 
sous la forme de la série procédant suivant les puissances croissantes de X et 
absolument et uniformément convergente dans (D), pourvu que le module 
de )» ne surpasse pas un certain nombre /|, positif et différent de zéro. 

Cette solutiony(m)j considérée, en général, comme une fonction du para- 
mètre "k, est une fonction méromorphe en X n'ayant que des pâles simples et 
réels. 

FONCTIONS FONDAMENTALES. 

19. Des recherches précédentes il résulte immédiatement que le nombre 
positif /| représente un pôle de la fonction Y (m) vérifiant l'équation (4). 
Le point 

peut aussi présenter un pôle de la fonction Y (m). 

Il existe donc au moins un nombre X4 dont la valeur numérique est égale à /|, 
et une fonction V^ (m), bien déterminée, différente de zéro et telle qu'on ait 

Y,{m) = 'k,Jp(m,)G(m,m,)y,{m,)dr'. 

Reprenons maintenant Péquation (4) en y remplaçant f{m) par une autre 
fonction f^{m). 

D'après le théorème du n® 14 on peut choisir f^ (m) de façon que le rayon de 
convergence de la série 

(47) v^{m) -\-'k v^{m) ^y} Vi{m) ^ . . .-^'k'' Vk{m) -h . , . , 

où 

(;o(/n)=/i(m), Vk{m) ^j p{m^) G(m, m^) Vk-iim^) dr' , 

sera égal à un nombre I2 plus grand que li . 
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Appliquant au cas considéré les raisonnements précédents, nous nous assurerons 
que le nombre /a sera un pôle de la fonction V(m) vérifiant l'équation 

V(m)=:X r/?(m,)G(/n,mj)V(m,)û?T'-h/,(m) 
et que le point 

peut aussi présenter un pôle de la fonction V(m). 

Il existe donc au moins un nombre X2, dont la valeur numérique est égale 
à /a>> /♦, et une autre fonction V2(m), différente de zéro et vérifiant Téquation 

V,(m)=zXj / /?(mi) G(m, m,) V,(m,)û?T'. 

Remplaçant ensuite dans (4) /(f^) par/iC'^) et choisissant la fonction y'aC'w) 
de façon que le rayon de convergence de la série (47)? oii il faut poser maintenant 

soit égal à /s^ /a, nous obtiendrons, comme précédemment, un nombre X3,' dont 
le module est égal à /s, et une troisième fonction Y^(m) satisfaisant à Téquation 



V3(/n) = X, / /?(m,)G(m, m,)Vj(/n,)<iT'. 

Continuant ainsi, nous démontrerons successivement l'existence d'une suite de 
nombres 

(4o) Al, Aj, Aj, . . ., Ajfc, ... 

et de fonctions correspondantes 

(49) V„ V„ V„ ..., Va, ..., 
vérifiant les équations 

(50) Vjfc(m) =Xjt / /?(/w, )G(/n, m,)VA(mi)ûfr' (A: = i, 2, 3, . . .). 

La suite (48) peut être, en général, limitée ou illimitée. 

20. Revenons à la fonction Y (m) vérifiant l'équation 
(5i) V(/n) = X r/>(mi)G(m,mi)V(mi)û?T'4-/(m). 
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Nous avons vu (n** 18) que V(m) osl une fonclion mcromorplie en X se repré- 
senlant sous la forme suivante 

et n'ayant que des pôles simples et réels. 

Il est évident que ces pôles dépendent du choix de la fonction /{m) dans 
l'équation (5i). 

En entendant dans (5i) par /(m) une fonction choisie d'une manière quel- 
conque bien déterminée, désignons par 

(Oo) Ail, Au, Ajs, •••> Aiji, ... 

la suite de nombres représentant les pôles de la fonction correspondante V(m). 

Supposons que les nombres (53) soient rangés par Tordre croissant de gran- 
deur de leurs modules. 

Chacun des nombres X^J^(X: = 1,2,...) représente en même temps une racine 
simple de polynôme D(X). 

Si nous posons dans (62) X = ).|A, la fonction P(/w) se réduira à une fonc- 
lion Uia(/^0' ^^^^ déterminée difierenle de zéro et satisfaisant à Téqualion 

Nous obtiendrons ainsi une suite de fonctions 

(54) «-'11» *Jlt« ^ISf •••> •JiA» ••• 

correspondant aux nombres (53). 

Remplaçons dans (ji) /(m) par une autre fonction /i(m). Nous trouverons 
une autre suite de nombres 

V^*^/ '»21» '^iii '''23» • • •> ''ilcJ • • ♦ 

et de fonctions correspondantes 

(OO) 1^21» ^ïl> ^i3» •••> ^îA» •••• 

Les suiles (53) et (55) ne sont pas, en général, identiques, mais elles peuvent 
contenir des nombres égaux. 

11 est aisé de voir qu^ une seule fonction ne peut correspon^lre à deux nombres 



inégaux. 



Soil, en effet, U(/w) une fonction correspondant à deux nombres différents X| 
et A2. 

Fac, de T,, a» S., VI. 5o 
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On doit avoir à la fois 



U(m)zi:>, l p{rny) G(//i, m,) U(mi)<iT', 
V{m) — 'kflp(mi){i{m,m^) V{mi)dz\ 



ce qui est impossible, si Xi^Xj (*). 

Or, à un seul nombre )va peuvent, en général, correspondre plusieurs Jonc- 
lions, linéairement indépendantes. 

Choisissant les fonctions /(m) dans (5i) de toutes les manières possibles, nous 
trouverons toutes les suites possibles de nombres 

''>!' ^'71» ^'jly • • • f '^Jk^ • • • 

et de fonctions correspondantes 

Uyi, U/î, Uy3, ..., UyA, •••• 

Disposons tous les nombres X par Tordre de grandeur croissante de leurs 
modules et désignons ces nombres successivement par 

Les fonctions correspondantes \ijkt nous les désignerons maintenant par 
(do) ▼ I» ^ i> ▼ 3> • • • > V^, ...; 

j^appellerai ces fonctions Va(//2) (Xr = i , 2, 3, ...), dont nous avons établi rexistence. 
Jonctions FovDJiUEffTJiLEs appartenant au domaine donné (D) et correspondant 
à la fonction génératrice G(m, m^) et à la fonction caractéristique /?(/7i). 

Quant aux nombres Xa(A: = i, 2, 3, . . .), je les appellerai nombres caracté- 
ristiques pour les fonctions fondamentales VJ^(/?^) (A: = i , 2, 3, . . .). 

21. Soient Vr et Vj deux fonctions fondamentales correspondant aux nombres 
caractéristiques \r et X^. 
Supposons que 

(59) A,>X,. 



(>) La fonction U(m) n'est pas égale identiquement à zéro^ 
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On a 

(60) \r{ni)==Kfp{nit)G(m,m^)\\{m)d7\ 

(60,) V,(/?i) = /,y /?(/?*,) G(/n,/ii,)V,(m,)é/T'. 

Ces égalités donnenl 

fp{rn)\r{m)\,(m)dTz=l,fp{m)\s{m)(fp{ni,)G(m,m,)Yr{m^ 

= ^J^/^(/^»,)V,(mOV,(mOrfT'=^J^/>(m)Vr(/n)V,(m)A, 



d'où, en vertu de (Sg), 



(61) Cp{m)\,{m)\s{ni)dT=:o. 

Soit \r{rn) UBe fonction quelconque satisfaisant à l'équation (60). Il est évident 

que toute fonction 

CrV,(m), 

Cr étant une constante arbitraire, satisfait à la même équation. 
On peut toujours choisir Cr de façon que l'on ait 

C;yV(m)VM/n)rfT = i, 

et prendre pour les fonctions fondamentales Va(//i)(A== i, *>, 3, . . .) celles qui 
satisfont aux conditions 

(6a) //,(.OVî.(.Orfr=:. (A- = ,,a.3....). 

22. Cela posé, désignons par Ik le module d'un nombre quelconque X^. Nous 
obtiendrons ainsi une suite de nombres positifs /^ (A: = i, 2, 3, .. .) correspon- 
dant à la suite (67) de nombres X^ (A: = i , 2, . . .) et satisfaisant aux conditions 

(63) iiiltiUiUi^.'ilki^'.' 

La suite (07) et, par conséquent, (58) et (Sg) peuvent être limitées ou 
illimitées. 

Supposons que la suite (63) soit illimitée. 

Démontrons que dans ce cas les nombres Im croissent indéfiniment avec 
V indice k. 
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Soit 

(64) A^/ii 'v/j> ^7,» •••> Kjny 

y, (5 = I, 2, . . . , /i) élanl des enliers quelconques, une suite de nombres carac- 
téristiques. 

Formons la suite correspondante de nombres positifs /^^ et supposons que \f^ 
soient choisis de façon que Ton ait 

(64i) A/,<'v.<^v«<---<^Vn- 

Formons la fond ion 

U = «1 V,,, -\- a,V,,, -h ... -h a«V^,,, 

a, (.V = 1 , 2, . . . , n) élant des constantes indéterminées, V^^ (5 = i , 2, . . . , /i) étant 
les fonctions fondamentales correspondant aux nombres caractérisli(|ues {^\)» 
Il est aisé de s^assurer, en tenant compte de (60), que U satisfait à réquation 

(65) \}[m)~ Çp{m,){^{m,m,)\\{m,)d':\ 

où l'on a posé 

\\(rn) = aiX,V,,,(m) -^ (Xtl^y,f,(rn) -i- . . . H- a„X,,„V,,^(m). 

Appliquant ù Téquation (65) les raisonnements du n® 12, nous obtiendrons 



l'inégalité 



f^{^y'^<^fpi'>^)'^'*i'»)^^> 



N désignant un nombre fixe (voir n° 12). 
Or, en vertu de (6i) et (62), 



Par conséqucnl, 



fp(m) W ( m ) rfr = aj XJ, + «J X*. + . . . + ocj, l^ 

= «î II + «J /,5, -t- . . . + <xj, /».. 



(66) /2(^)''^<N(«Î'^.+ ««''/. + • •• + «"'«)• 



Envisageons maintenant le rapport 
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On a évidemment 



fu^-dz j pU'ciT 



P désignant le maximum de p(m) dans (D). 
Par conséquent, en vertu de (66), 



(66.) /2{|)J^^^^p«î/;.-«î/,^-^...+«^/^. 



Uî^^ aî-+-a|4-... +-«;, 



car, en vertu de (61) et (62), 



/ /? U* ûfi = «î -h «î -+- . . . -H «îs. 



De l'inégalité précédente on tire, en tenant compte de (64i), 



/2(^V.. 



(67) •' ~/-'' <NP/,}.. 



i- 



Cette inégalité a lieu quels que soient les nombres a, (5 = i, 2, . . . , n). Prenons 
maintenant dans la suite (63) n premiers nombres successifs inégaux corres- 
pondant aux nombres caractéristiques \k inégaux. 
Appliquons Tinégalilé (67) à la fonction 

U — a, Vi -h a^Vj -h ... -h a« V„, 

V;^ (A: = 1, 2, 3, . . .) étant les fonctions fondamentales linéairement indépendantes 
correspondant aux nombres X^. 
On trouve 



I 



<N(3/Î. 



U«^T 



Or, les fonctions Va (A' = 1 , 2, . . . , /i) étant linéairement indépendantes, on peut 
disposer les constantes a, (5 = 1, 2, . . . , /i) de façon que l'on ait (lemme fon- 
damental de M. H. Poincaré) 



390 W. STEKLOFF. 

En se rappelant que le nombre L/, lend vers Tînfini en même temps que l^in- 
dice /i, on en conclut que In tend vers V infini, lorsque n croît indéfiniment. 

C. Q. F. D. 

23. Nous avons déjà dît (n° 20) qu'à un seul nombre caractéristique X* peuvent 
correspondre plusieurs fonctions fondamentales linéairement indépendantes. 

Montrons qu'd^ un seul nombre ).a ne peut correspondre quun nombre fini 
de ces Jonctions, 

Soient 

V,A, VjA, V,A-, ...» ^nk 

n fonctions fondamentales linéairement indépendantes et correspondantes au 
nombre Xa. 

Il est évident que toute combinaison linéaire de fonctions fondamentales, corres- 
pondant à un nombre quelconque \k', représente aussi une fonction fondamentale 
correspondant au même nombre. 

Posons 

(68) U,A = «,iVu-f-a*îVjA-+-. ..-H«,„V„jt (5 = 1,2, ...,/i), 

a^y (5,y = 1 , 2, . . . , /i) étant des constantes. 
Nous obtiendrons un groupe de n fondions 

linéairement indépendantes et correspondantes au nombre Xa. 

Choisissons maintenant les constantes aj, qui restent indéterminées, de façon 
que Ton ait 

(70) I pVlsdz^zi, I p[]f,s[Jkrdr = o pour s>r, 

ce qui est toujours possible; il suffit de supposer, en effet, que la transformation 
linéaire (68) représente une transformation linéaire orthogonale. 

Prenons les fonctions (69) ainsi définies pour les fonctions fondamentales 
correspondant au nombre Xa; posons, comme au numéro précédent, 



U = a|[Ju--haiU,A4-- ..-+-a«U„ 



kf 



ak étant des constantes arbitraires, et appliquons à la fonction U l'inégalité (66| ), 
ce qui est évidemment possible, en vertu de (70). 
En remarquant que dans le cas considéré 

'^t ^~" 'y« "~" • • • "-- ^qk *~" ^kf 
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on retrouve, comme au numéro précédent, 

(70 U<N(3/a. 

Supposons que le nombre X^se trouve dans un intervalle quelconque ( — A, + A), 
A étant un nombre i^ositif, donné à l'avance. On a • 

(72) 4<A. 

Si le nombre des fonctions fondamentales correspondant au nombre )va élait 
infini, nous pourrions choisir le nombre n de façon que l'on ait 

L„>AN13, 

c'est-à-dire, en vertu de (71), 

4>A, 

ce qui est impossible, car, d'après l'hypolhèse faite, Ik esl plus petit que A. 
Donc, le nombre n ne surpasse pas une certaine limite fixe. 

C. Q. F. D. 

M. H. Poincaré a montré que {Rendiconti di Palernio, 1894) 

î 

L„>a/i', 

a élant une constante positive, ne dépendant pas de n. 
On a donc, eu égard à (71) et (72), 

a/i»<N;3A, 
d'où 



/NPA\* 



Il s'ensuit que le nombre des fonctions fondamentales linéairement indépen^ 
dantes correspondant à un nombre caractéristique dont le module est plus 
petit que A reste inférieur à 



E 



(^)' 



E désignant le plus grand nombre entier contenu dans le nombre 

NPAV 
a 



24. Désignons maintenant par qh le nombre des fonctions fondamentales 
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linéairemeni indrpendanles correspondant an nombre \k (^ ^^ î? i*? • ••)» P^** 

▼A-|> ^kf9 ^ki9 •••> ^ ktjk 

la suîle de ces fondions, en les choisissant de façon que l'on ait (n® 23) 
\ P^lsd': — \j i p^kryksdx — o pour r^s (.v m, 2, . . .,7*). 

On obtient ainsi une suite de nombres 

^1» ^î> ^'Jf • • •> ''Ar» • • • 

et une suite de groupes dos fondions fondamentales 

(7^) ( ' 11» '^H> • • • > ''^i7i)> ( ' îl» »^ït> • • • > *^î7,)> •••> (▼ Al» ▼*«»•••>' Ar7i)> 



satisfaisant aux conditions 
et 



/ P^sq^rp dr - o, 



dont la dernière a lieu toujours, pourvu que 



r^s. 



Nous pouvons maintenant échanger les nolations de la manière suivante : 
Désignons les fonctions (78) successivement par la leltre V avec un seul 

indice ky en donnant à k consécutivement toutes les valeurs entières à partir 

de Ar = i, et faisons correspondre une seule fonction fondamentale V^à chaque 

nombre caractéristique Xa. 

Employant ces notations nous pouvons énoncer ce théorème général, qui 

résulte immédiatement des recherches précédentes : 

Théorème. — Toute sur/ace fermée (S) jouissant des propriétés i", 2® et 3® 
du n^ l donne lieu à une suite de nombres 

(74) ^«H ^t> ^J> • •» A^, ... 

dont les modules /a (A: = 1 , 2, 3, . . .) satisfont aux conditions 

Vz-tw *1= *1= *3=* • •= *A= • • • » 
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et de fonctions correspondantes 

V V V V, 

linéairement indépendantes et satisfaisant aux conditions 

(75) ^k{m)z=:i'kf, l p{m^)Cj{ni,n^)\k{m^)d7\ 

(7G) Jp{ni)\l{m)rhr=zi, 

(77) j p(ni)yr(fn)ys{ni)(h =:o pour /-^.v, 

oàp(ni) et G{m,mi) sont des fonctions données satisfaisant aux conditions 
du théorème du n^ 18. 

Certains d^ entre les nombres X*, pris successivement dans la suite (74)1 
peuvent être égaux les uns aux autres; les groupes de ces nombres égaux se 
séparent par des nombres inégaux^ les modules de ces nombres satisfont aux 
conditions (74i)î où, entre deux nombres inégaux ne peut se trouver aucun 
nombre intermédiaire représentant le module d'un nombre caractéristique, 
auquel pourrait correspondre une fonction fondamentale différente de zéro. 

La suite (^j^) peut être limitée ou illimitée; dans le second cas les nombres l^ 
croissent indéfiniment^ lorsque V indice k tend vers V infini. 

Remarquons enfin que les fonctions Va, quelles que soient les fonctions 
données p(m) et G{m,mi) (jouissant des propriétés indiquées plus haut), 
restent continues avec les dérivées des deux premiers ordres à V intérieur du 
domaine donné (D). 



UEM ARQUE SUll LE CALCUL DES FO.\CT10JXS FONDAMENTALES 
ET DES NOMBRES CARACTÉRISTIQUES, LORSQUE CES DERNIERS SONT TOUS POSITIFS. 

25. Soit f (m) une fonction quelconque, continue avec ses dérivées du premier 
ordre dans le domaine (D). 
Envisageons Tintégrale 

K=y/>(w)9(m)M/?(m,)G(m, m,)9(m,)rfT'jé/T, 

où G(/n, /7i|) désigne une fonction génératrice ajant les propriétés indiquées plus 
haut. 

rac. de T., a» S., fl 5l 
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L'înlégrale K représente une conslanle qui peut élre positive ou négative, selon 
le choix des fonctions f (m) et G(m, nit). 

Supposons que la fonction G(m, mi) jouisse de la propriété suivante : 

L'intégrale K reste toujours positive indépendamment du choix de la 
/onction ^(m). 

Il est aisé de voir que les nombres caractéristiques des fonctions fondamen- 
tales Va (A* = I, 2, 3, . . .) correspondant à la fonction génératrice G(/?i, /W|), 
qui satisfait à la condition tout à r heure énoncée, sont tous positifs. 

Posant, en eflTet, dans K, 

9(m)=VA.(m), 
on trouve, eu égard à (76) el (76), 

K=J^p{m)\,{ni)(^Jp(m,)G{m,m,)\j,{m,)dz'\dz=j-y 
d'où, en vertu de Thypothèse faite sur K, 

quel que soit Tindice A*. 

Nous verrons plus loin que, dans la plupart des applications, les fonctions 
fondamen laies appartiennent à une classe de fonctions n'admettant que des 
nombres caractéristiques positifs et méritent, par conséquent, une attention parti- 
culière. 

Dans ce cas, nous pouvons indiquer une méthode générale pour calcul approché 
des fonctions fondamentales Va et des nombres caractéristiques Xa, qui peut être 
considérée en même temps comme une méthode de la démonstration de l'existence 
des fonctions fondamentales correspondant à une fonction génératrice G(m, /ii|) 
satisfaisant à la condition 

(78) j p{ni)o{m)lj i»[m^)Ç,{m,m^)^{m^)d':'\d':>o, 

quelle que soit la fonction ^{m) continue avec ses dérivées du premier ordre 
dans (D). 

26. Revenons à la fonction V(m) vérifiant l'équation (4). 

Nous avons vu que V(m) reste holomorphe en )v, pourvu que |X| ne surpasse 
pas une certaine limite que nous désignerons maintenant par Xi; elle est, en 
général, une fonction méromorphe du paramètre X, n'ajant que des pôles réels; 
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Ou en lire, eu égard a (79) (si Ton y remplace \'{ni) par V|(/w)j, 
rp{ni)y^(/n)V(m)dT 

z=Xy'/?(m)V,(//o(y]y(/'^)G(//^m,)[>(//l,)^rV/T4-l)()0 

où l'on a posé 

-'^A— / /'( ''0/( ''' ) Vi ( /?o ^- 

Supposant que A tend vers X| et en passant à la liniile, on trouve, eu rgsrJ 
à(8o), (8i)ei(84), 

car P(m) se réduit à V'(/?i) pour X = X, . 
On a donc, en vertu de (83), 

(85) Va,)^\,\,. 

27. La fonction P'(X) se représente, pour les valeurs de X dont le module ne 
surpasse pasXj, sous la forme de la série 

(86) P'= Po-+- XP,-+- XM\-+-. . .4- )/[V4- . . ., 

P^ (A: = o, 1 , 2, . . .) étant des fonctions du point m. 
Substituant cette expression de P' dans (82), il viendra 

La série du second membre converge uniformément dans (D), pourvu que 
La comparaison de ce développement avec (5) donne 

<'o— Po, 

p p 

r^=P^-+--^-h...-H ^ (/::=: 1,2, 3,.,.), 



d'où 



(87) !»,.= , .,_!:*-', 
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Téquation qui restera vraie pour toutes les valeurs de Tindice k^ à partir de A: = o, 



SI nous supposons que 

«'_ , =n o. 



Les fonctions v^^ ( A" = o, 1,2,...) sont connues [^voii- les égalités (6) et (6| )]. 
Quanl au nombre Xi , on peut le considérer aussi comme connu, car 



(88) l,:=:\\m- ^'L ^lim ^ «• < 



^=*. / r....î ^- *=-v^Ja-hi 



^ fp^'Uxd-: 



Les relations (87) déterminent successivement les fonctions P^t. 
Posant dans (86)X = X|, on trouve l'expression de P'()n) sous la forme de la 
série 

P'(>'i) --^Po4->.iPiH-AÎP,4-...-+->fPA.-4-..., 

OÙ tous les éléments sont connus. 

Substituant dans P'(X|) les expressions de Pa (87) et en tenant compte de (85), 
on obtient 

l'expression analytique de la fonction 

vérifiant l'équation 

(89) y^\{ni) — l^l p{m^)ÇM{m, m^) Ui(mJ é/r'. 

Nous avons ainsi trouvé le premier nombre caractéristique )^i > o et la 
fonction fondamentale correspondante Ui(m) [les formules (88) 61(89)]. 



28. On peut poser maintenant, en tenant compte de (82) et (83) 

où la série du second membre converge uniformément dans (D), pourvu que |X| 
soit plus petit qu'un nombre positif X2, plus grand que X|. 

La comparaison du développement, qui résulte de celle dernière expression 
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de V, avec (5) donne 

Qk—^'k jir' {^ = 0, 1,2,3, ...). 

De cette égalité on lire, eu égard à (6|) et (79) [où il faut remplacer V'( m) 

parV,(m)], 

I p{mi)G{/n,m^)Q,,{mi)dr' 

k r A V 

On en conclut que la série 

(90) Q = Q0-+- >.Qi 4- X'Q, 4- . . . 4- >/Qa -+-... 

représente une fonction du point m vérifiant l'équation 

(91) Q{fn)=zl I p{mi)G(m,nii)Q{mi)dT'-hQo 

car 

29. Désignons maintenant par Jj^ Tintégrale 

yA^fpim)Ql{ni)dT. 

Appliquant à l'équation (91) les raisonnements des n°* 0-I8, on s*assurc, comme 
précédemment, que la série (90) converge absolument et uniformément dans (D), 
pourvu que 

|X|<lim^=:/,, 

et que )v2(> Xi) est un pôle simple de la fonction Q; le résidu correspondant à 

ce pôle est égal à 

A2 Vj, 

où 

(9a) A,=y/,(,„) [/(„,)_ A, V,(m)]V,(m)rfT, 
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V2 est une fonction diflTérente de zéro et vérifiant l'équation 

(98) V,(m)=:).,Jy>(/w,)G(m, m,) V,(mi)fl^T', 

jointe à la condition 

I p{m)\l{m)dT — i. 
Uéquation 
(94) X,= lim-^ 

détermine un second nombre caractéristique )w2>)wi>o, auquel correspond 
une fonction fondamentale y%{m). 

Les équations (79) et (98) fournissent la relation suivante 



/ /? ( m ) V, (m ) Vj (m)dz :=o, 



et Tégalité (92) se réduit à 



^1= / p{fn)f{m)y^{m)dz. 



30. Formons maintenant une expression analytique de la fonction fondamen 

taie correspondant au nombre caractéristique X2. 

Posons, comme au n" 26, 

P" 






ou 



(95) p»^p;4.Xp;4_).M>;4- . . -h X*Pi.4-. . . 

est une série absolument et uniformément convergente dans (D), pourvu que 

On trouve, en répétant les raisonnements du n** 27, 

(96) p,.:=Q,_Q^, Q_,=o (A^zO, I,^, ...). 

Si Ton pose 
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on aura 

P'(X,) = A,V, 

cl, en verlu de (g5) et (96), 



A - 

où Qa el X2 sont connus. 

On obtient ainsi une expression analytique de ta fonction M^ini) satisfai- 
sant à Vcquation 

XSt^in) -1 X, / /;(//i,)G(//i, Wj) Us(//<i)c'/T', 

c'esl-à-dîre de la fonction fondamentale correspondant au nombre X2, défini 
par V équation (94)- 



31. Posons ensuite 



Q r^ ^^il^ -+- Qi-i- xq; 4- x*q; 4. . ., 



Répétant presque textuellement les raisonnements précédents, on trouve 

Ces équations déterminent successivement les fonctions Q^(Â=o, 1,1, ...)^ 
car Qa(A" = o, I, 2, ...), A2 V2 et X2 sont déjà connus. 
Si nous posons 

JI =//>(«') [Qi('«)]'rfT, 

nous obtiendrons un troisième nombre positif 
(97) X,= lim-^>X„ 

qui représentera un pôle simple de la fonction 

P' 



Q'= 



T' 



'-I 



OÙ V" est une fonction qui se réduit pour \-=.\^ k une fonction \j%{^m^ vérifiant 
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Téquation 

U3(m) = X, / p{mi)G{my mi)\]^{mi)dz'. 

Donc, Us (m) est une fonction fondamentale correspondant au nombre caracté- 
ristique X3. 

La fonction P^ se représenle sous la forme de la série 

absolument et uniformément convergente dans (D), pourvu que 

\'k\<l,>K 

Les fonctions P]^ s^expriment à Taide des fonctions connues QJ^ comme il suit : 

P;=Qi-^, QL,::zo (Â: ^0,1,2,...). 

A3 

La fonction U3 se représenle sous la forme suivante 

(98 ) U, = A, V, =2 >-i (q; - ^A = Jini ^ Qi, 



k=:t 

OÙ 



K= f P/^Z ^'^^ 



Vs étant une fonction vériCant J'éq nation 

V»(m) = X3 //?(//ij)G(//i, mj)V3(m,)e/T', 

jointe à la condition 

Jp\\dx = i. 

V égalité (97) détermine un troisième nombre caractéristique Xs; léga- 
lité (98) donne une expression analytique d^une troisième fonction fonda- 
mentale correspondant au nombre X3. 

En continuant ainsi nous déterminerons successivement une suite de nombres 

positifs 

^1» ^î> A3, . . . > A^, . . . , 

et de fonctions fondamentales corre-pondanies 

'-'i> tJî» L-a» • • • > ^A> • • • 
Fac, de 1\, a- S., VI. 52 
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vérifiant les équations 

32. Les expressions analytiques des fonctions UA(m) étant trouvées, il est aisé 
de déterminer les fonctions yA(/n) (^ = i, 2, 3, . ..) satisfaisant aux conditions 

(99) V^Cm) = l,, l p{m^) G(m, m^)\k{m^) d-:', 

Uoo) fpim)M^m)dr = ^ (^ = .,.,3,...). 

Pour cela, il suffit, évidemment, de calculer les constantes 

^k= I p/y/cdz. 
Remarquant que la série 

Q(A-2) (^ =^ o, I, 2, • . .) étant des fonctions connues, converge uniformément, on 
peut trouver un nombre v tel qu^on ait 

(loi) |r„|<Ê pour 71 = V, 

e étant un nombre positif donné à l'avance. 
De l'égalité 



rnf 



n 

nA- -2) 






rnj 



on tire, eu égard à (loo), 

(i02) K=n''fp[Q'n'-'''VdT^'illJpr,ii^t''dx^Jpr\dx. 

Posons 

Vt''=jp[^r''YdT, p,=JprldT -^2l1.Jprnq^t''dx. 

L'égalité (102) se réduit à 

^k — '^A- J/i ^ Pn- 



( ») Voir E. Picard, Traité d'Analyse, l. 11, p. i25. 
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Supposons que n croisse indéfiniment et passons à la limite; on trouve 

AÎ=lim^rJ!.*'*^-+-limp„. 
Or, 

\pn\<j prldr+ 2l%^jprl dr\/T^=i^ jpr\ rfT(aXJv/jiP^+ \/ j'p'J, d^y 
D'autre part, on sait que 

Il*-I) ^ 1(A:-1) <"'< j(*_,) ^'" = 11^ 



On a donc 



Par conséquent, 

A étant un nombre fixe ne dépendant pas de n. 
Or, en vertu de (loi), 



d'où Ton conclut que 



Par conséquent, 



/ prl dr<Ze* I pdr pour w > v. 



lim f prldT=:o. 



\ïmpn=o 



n = «B 



et 



Al=limn"J!.*-". 



n = « 



On peut donc écrire 



D'autre part, 



A*=±nmX2v/JÎP^- 



n = o» 



U*=A*V*=limnQ!.*-'>. 



nzzz» 



On trouve donc 



Va— ^ -± -^i^^= = =zii lim ^^ 



^* limXïVj;^^^ «--v/JÏr^ 



n = 00 
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On peut prendre à volonté le signe -f- ou — , car la fonction — Va satisfait 
aux mêmes conditions (99) et (100) que la fonction -f- V*. 



CHAPITRE IL 



CERTAINES ÉGALITÉS GÉNÉRALES COMMUNES A TOUTES LES FONCTIONS 

FONnAMENTALES. 

1. Revenons au cas général, où les nombres caractéristiques correspondant au 
domaine donné (D) et aux fonctions données /?( m) et G(m, mi) peuvent être 
aussi bien négatifs que positifs. 

Nous désignerons tous les nombres caractéristiques successivement par 

et nous supposerons, dans ce qui va suivre, qu^ils soient arrangés de façon que 
Ton ait 

Ik désignant la valeur numérique du nombre X^. 

Les fonctions fondamentales correspondant aux nombres X^, nous les désigne- 
rons, comme précédemment, par VA(m) (ou simplement V^) (A: := i , 2, 3, . . .) en 
supposant toujours qu^elles satisfassent aux conditions 



/ 



p{m)\\{m) d'z =^ i (X:i=i, 2, 3, . . .). 



2. Supposons que la fonction /(m) dans Téquation 

(2) y(m)-='kJp{m,)G(m,m,)\(m,)d7'-^/(m) 
satisfasse à la condition 

(3) Jp(ni)/(m)\j,(m)dz = o. 

L'équation (2) donne, eu égard à (^5) (Chapitre précédent), 

fp(m)\{m)yk{ni)d7==ljp(m)\f,{m){rp{m,)Gim,mi)y{m)dAdr 
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OU 



{h—'k)fp{m)y(m) Vt{m)clT = o, 



et, en vertu de (32) (Chapitre I, n° 15), 

X — X 



~^-^ fp{m)y,(m)Pim)dT = o. 



Supposant que X Icnd vers X^ et en passant à la limite, on trouve, en se rappe- 
lant que P(/w) se réduit à V;t(/w) pour X = X/t, 

hm^'t^ J'p(,n)\Um)dT=o, 

ce qui est impossible. 

Donc 'kk est un point simple de la fonction V(/n), si /(m) satisfait à la 
condition (3). 

3. Supposons quey(m) satisfasse à n conditions 

(4) I p(m)f{m)\k{m)dr = o (A: = i,2,3, ...,/i), 

Va étant les fonctions fondamentales correspondant aux nombres (i). 

Le théorème du numéro précédent montre que dans le cas considéré tous les 
points /^(Ar = I, 2, 3, . . . , n) sont les points simples de la fonction V(m). Il 
s^ensuit que la fonction V(m) ne peut admettre aucun pôle dont le module est 
plus petit ou égal à l/f. 

Donc, si la fonction f(ni) satisfait à n conditions (4)> la fonction V(m) 
reste holomorphe en \, pourvu que |)^ | < /«+i. 

4. Désignons par <p(m) une fonction quelconque, bornée et intégrable dans 
(D), et posons 

(5) 9(/n)=:AiV,(/n)4-A,V,(m)H-... + A«V„(/w)-4-R„, 

où n est un entier, 

kk= l p{rn) (^(m)\ k{m) dx (A: = i, 2, 3., . . .). 

L'égalité (5) donne, en vertu de (76) et (77) (Chapitre I, n" 24), 

S„=r/>(m)RJ(/n)^T=y/>(/n)9^(m)t/T-AÎ-Aî-...-A;. 
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On en conclut que S„ décroît, lorsque n croit indéfiniment et que la série 

converge toujours, pourvu que la fonction <o(m) reste bornée et intégrât le 
dans (D). 

5. Envisageons mainlenant Inéquation suivante : 

(6) \{m) = l rp{mi)G{mym^)Y(mi)dr'-^Rn' 

Il est aisé de s'assurer que B;, satisfait à n conditions, 
(6,) j p(m)Rn{fn)\,i{m)dT = o (A- = i, 2, . . ., n). 

On en conclut, en tenant compte du théorème du n" 3, que le plus petit des 
modules des pôles de la fonction V(m), satisfaisant à l'équation (6), est plus grand 
ou égal à In^i • 

Par conséquent (Chapitre I, n° 10), 

On en tire, eu égard à (i i) (Chapitre I, n® 7), 

(7) ^>ln-.o 

où 

(8) Jo=Jp(m)vî(m)dT=zJp(m)Rf,(m)d7, 

(9) Ji= I p(m)v\(m)dT = I p(m)( 1 p(m)G{m, m^)R„{m^)dT'j dz. 

6. Supposons d'abord que la suite de nombres caractéristiques soit limitée et 
contienne n nombres. 

Dans ce cas, la fonction Y(m) vérifiant Téquation (6) sera holomorphe dans 
le plan de la variable X tout entier, ce qui donne 

lim l--l- =rQO 
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et, a fortiori, 

\/To 



\/J. 



Il s'ensuit que 



car Jo ne surpasse pas une certaine limite fixe. 
Posons 

(lo) Tn{m)=Jp{m^)G{m,mi)]{n{fni)dr'. 

Il est évident que T„(m) reste continue dans (D). 
Par conséquent, 

T„(m)=: y/>(/n,)G(/n, /n,)Rn(/Wt)ûfT'=:o 

dans (D). 
Or, 

R„(/n) = 9(/w)-AtVi(/n)-A,V,(m)-...-A„V„(m). 

On a donc, eu égard à (^5) du Chapitre précédent. 

Cette égalité a lieu, quelle que soit la fonction ^(m) bornée et intégrable 
dans (D). 

Le résultat analogue est indiqué aussi par M. D. Hilbert dans son Mémoire 
récent : Grundziige einer allgemeinen Théorie der linearen Integralglei- 
chungen {Nachrichtcn der Kônig lichen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gôttingen, HeftI, 1904). 



7. Soit mi un point quelconque du domaine (D). 

Décrivons autour de m, comme centre, une sphère (o*) de rajron p assez petit, 
et posons 

(p(m) = o à rexlérieur de (a), 

©(m) == — - — r à rintérieur de (a). 
^ /? ( /n ) 
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Désignant par d'Zo l'élément de volume de (o*), on trouve 
I G(m,mi)dzo= —^ — - /Vj(/ni)é/To 

v,(/w) A, , , , y„(m) r^ , , , 

-^-^ — - / V,(m,)û^To-^...H jj / V«(m,)t/T„. 

Cette égalité a lieu quelque pelit que soit p. 

On en conclut, en se rappelant que G(/ii, /W|) et Va(/ii)(A" = i, 2, 3, . . . , n) 

restent continues dans (D), que 

G(/n, m,) = r 1 r h. . .H ^ 5 

condition nécessaire, à laquelle doit satisfaire la fonction génératrice pour que la 
suite de nombres caractéristiques, appartenant au domaine donné (D), soit li- 
mitée (*). 

8. Passons maintenant au cas le plus intéressant, où la suite de nombres carac- 
téristiques est illimitée. 

L^inégalité (7) a lieu toujours, quel que soit le nombre n. 

Supposons que n croisse indéfiniment et passons à la limite. 

En se rappelant que /«^i tend vers l'infini et que J© ne surpasse pas une certaine 
limite fixe, lorsque n croît indéfiniment, on obtient 

lim Ji:=:o, 



n=: BO 



c'est-à-dire, en vertu de(9)et(io), 

(II) lim fp{m)TJ,dT = o. 

Remarquons que cette égalité représente une simple généralisation d'une éga- 
lité analogue que j'ai établie, dans un Article inséré, il j a 8 ans, dans ke« Commu- 
nications de la Société mathématique de Kharkosv (en 1896) (^), par une mé- 
tbode tout à fait identique à celle que je viens d'exposer. 

Remplaçons maintenant dans (5) m par mi, multiplions le résultat par 



(1) Voir M. D. HiLBEHT, loc, cit,, p. 72. 

(») W. Stekloff, Sur le développement d'une fonction donnée en série procédant 
suivant les fonctions harmoniques [Communications de la Société mathématique de 
KharkoWf 1896 (en russe)]. 
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* * * * 

/?(mi)G(m, m,) rfr' et intégrons; il viendra, en vertu de (99), 
/(m)=y'/>(mOG(m,mJ9(mOt/T = yiV,(m)4-^V,(m)+...-+-y^V„(m)4-T„, 

d'où l'on tire aisément, eu égard à (6|) et (10), 
et, en vertu de (i i), 

A = l 

Posons 

De l'égalité 

/('w)=y/?(/n,)G(/n,/Wj)9(/nj)ûfT', 



on tire 



Par conséquent, 



Baz= Y" (A: = I, 2, 3, . . .)• 



fp(m)/*{m)dx=^Bl B*=r/>(m)/(m)V*(/n)rfT, 

ce qui exprime le théorème suivant : 

Quelle que soit la fonction f{m) se représentant à l^intérieur de (D) sous 
la forme de V intégrale 

(12) f(ni)—Jp{mi)G{m,m^)(^(mi)dr\ 

(f étant une fonction bornée et intégrable, on a toujours^ pour toutes les' fonc- 
tions fondamentales y le développement suivant : 

fp{m)f'{m)dr=^Bl ^k^fp{m)f{ni)\u(m)dz. 



9. Dans une Note, insérée aux. Comptes rendus du 4 juillet 1904, j'ai énoncé 
un théorème plus général; or, il est aisé de remarquer que j'y ai fait une hypothèse 
particulière sur la fonction génératrice G(m, m,), comme le montre la méthode 
Foc. de T,, 2* S., VI. 53 



4lO W. STEKLOFF. 

même de la démonstration. J*ai choisi, en effet, de toutes les fonctions fonda- 
mentales celles qui correspondent à un groupe de fonctions génératrices satisfai- 
sant aux conditions suivantes : 

I** La fonction H(/n, /Wj), qui figure dans l'expression (3) (Chapitre I) de 
G(/n, mi), reste continue avec ses dérivées du premier ordre dans l'espace tout 
entier, se comporte à Tlnfinl comme un potentiel newtonien et satisfait à l'équa- 
tion de Laplace à l'extérieur de (S). 

2° La constante [jl, dans l'expression de G(m,mj), satisfaite Tlnégalité 



4,.>Ly/^f 



Nous allons établir, dans ce qui va suivre, certaines propositions plus générales, 
en emplo}'ant une autre méthode de la démonstration, un peu plus simple. 

Il faut remarquer, en général, qu'à tout groupe de fonctions génératrices, satis- 
faisant à telles ou telles conditions particulières, correspond un groupe de fonc- 
tions /*( m) dont chacune peut se représenter sous la forme de l'Intégrale (12). 

Ce groupe se caractérise par certaines conditions, auxquelles doit satisfaire 
chaque fonction /(m), appartenant au groupe considéré, pour que l'équation (12) 
soit satisfaite. 

On peut partager ces condlllons, en général, en deux catégories : les unes, 
auxquelles doivent satisfaire les fonctions y( m) à l'Intérieur du domaine (D) (con- 
ditions intérieures) ; les autres, auxquelles ces fonctions doivent satisfaire aux 
points de la surface (S) qui limite le domaine (D) (conditions aux limites). 

Ces conditions peuvent se varier d'une infinité de manières, mais dans la plu- 
part des applications les conditions Intérieures supposent la continuité de la fonc- 
tion primitive /(m) et de ses dérivées jusqu'à un certain ordre A:, les conditions 
aux limites imposent certaines restrictions sur les valeurs de /{m)j ou sur celles 
de ces dérivées, ou donnent certaines relations entre la fonction y(m) et ses 
dérivées pour les points de (S). 

Soit maintenant f{in) l'une des fonctions satisfaisant à un ensemble déter- 
miné (a) des conditions Intérieures de l'espèce tout à Theure indiquée ainsi qu'à 
ua ensemble analogue (6) des conditions aux limites. 

Rassemblons en un seul groupe (A) toutes les fonctions G(/w, m^), pour les- 
quelles l'égalité (12) a lieu toujours, quelle que soit la fonction f{m) satisfaisant 
aux conditions (a) et (6). 

Le théorème du n" 8 montre que V égalité 

(i3) J'p{m)r{m)dz=^Bl, B,^J'p(m)/(m)\u{'n)dr 



4l2 

et 
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f{f-Pydro<M*fdro<M*Si, 



8 désignant ]a grandeur de la surface (S), M le maximum de module de (/ 
Par conséquent, 



-PV 



(i6) 



A/— P)*^^ < «?!> -+- M«S ô = e\ 



Le théorème énoncé à la fin du numéro précédent s'applique à la fonction P, 
car elle satisfait aux conditions (a) et (6). 

On a donc 

«• 

. Écrivons cette égalité sous la forme suivante 

«0 

JpPdx+iCpf{V -/)dr+fp{P-/yd7=^(\k-\- Ci)'. 



en y posant 



Ak= 



=fp/ykdr, C,=J^p{P -/)V,é/T. 



L'égalité précédente donne 



«0 ao 00 

(•7) fpr dr -^H=^Cl + s^AxCa -yV( P -/)' dz - ^fpAP -/) dx. 



k = \ k—\ k=:\ 



Soient maintenant 



^l> ^î> • • • > ^ny 

deux suites de nombres arbitraires, n étant un entier quelconque. On a toujours 



(i8) 



"^cikbi 



k = i 




it 




II 



2«h/2*^ 



itr=t V ^ = 1 



quels que soient les nombres ak et b^ {k 
Si les séries 



= I, 2, 



. ., n). 



00 00 

k= * = 1 
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convergent, on aura 



^^A^; 



;t=i 



< 



I ao / 00 



Appliquons cette inégalité générale au cas de 
En se rappelant que les séries 

00 00 

2 Aï et 2Q 

k=\ k-=z\ 



convergent {voir n" 4), on trouve 



2 

*=1 



A^C 



A-V^A 



< 



Or, 



I ÔÔ / «0 



et 



«0 00 

A = l k = l 



On a donc, eu égard à (i6), 



*=1 A=l 



Ces inégalités et Tégalité (17) montrent que 



oe 



<eN, 



où 



N= 2j3£ + 4 



^\/7 



p/'dT 



est un nombre fini positif. 

L'inégalité précédente démontre le théorème suivant 



4i3 
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Quelle que soit la fonction /(m) continue avec ses dérivées jusqu'à un cer- 
tain ordre k dans (D) [conditions (a) du /i° 9], on a toujours 

fp{m)/*{m)dz=^Al, k,.=j'p{in)/{m)W^{m)dT 

k = \ 

pour toutes les fonctions fondamentales appartenant au groupe (A) (• ). 

11. Soit maintenant /(m) une fonction quelconque qui n^est que continue 
dans (D). 

Quelle que soit la fonction fy continue dans le domaine (D), on peut toujours 
construire un polynôme P tel que l'on ait pour tous les points du domaine (D) 

|/-P|<£i, 

ei étant un nombre positif , donné à V avance. 

C'est le théorème connu de Weiersirass. 

Le polynôme P admet les dérivées de tous les ordres dans (D), et satisfait, évi- 
demment, à la condition 



f(f'-Py'dz<e\Dr::B\ 



En répétant textuellement les raisonnements du numéro précédent en y enten- 
dant par P le polynôme, défini de la manière tout à l'heure indiquée, nous 
démontrerons le théorème suivant : 

Quelle que soit la fonction f{m) continue dans (D), on a toujours 



00 

fp/' dz =2 A*' A.,=fp/y„ dz 



k = l 

pour toutes les Jonctions fondamentales appartenant au groupe (A). 

là. Supposons enfin que f{m) n'est que bornée et intégrable dans (D). 
Décomposons le domaine (D) en domaines élémentaires 

^l> ^î> • • • » eqy 

q étant un nombre entier quelconque. 



( ^ ) Coin par. W. Stekloff, Sur certaines égalités générales communes àplusieurs séries 
de fonctions, etc, (Mémoires de V Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg , igoj, 
p. 7, etc.) (présenté le 26 novembre 1903). 
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Désignons par e^ ceux de ces domaines, où Toscillation Oa de la fonction f est 
plus petite qu'un nombre e, donné à l'avance, par a ceux où l'oscillation 0{ de / 
surpasse e. 

Comme y* est intégrable dans (D), on peut choisir une décomposition conve- 
nable telle que l'on ait 

(i8t) ^e,<B, 

la somme étant étendue à tous les éléments e/, où l'oscillation est plus grande 
que e. 

Le nombre e étant fixé d'une manière convenable, formons une fonction (p, 
continue dans le domaine (D) tout entier, et telle que l'on ait, en tout point de 
chacun des éléments Ck, 

(«9) v|;=:/-f Y}, 

OÙ 

(ao) |y}|<£, 

ce qui est toujours possible. 
Posons maintenant 



n 



(21) / =^A,.y,-hR„, k.^fpfy^dr. 



n 



(aa) «J/ =2*^*^*"^'^"' B* =/'/><}' V*rfT, 






„=J'pî{ldz, S'„^J'pW,^dr. 

Il est aisé de voir que la fonction R/i satisfait aux conditions 

/ /;R,j V;t^T= o (A:= I, 2, . . ., n). 

Par conséquent. 

Multiplions maintenant (ai) par/?tp rfx, (22) par/?/rfT, intégrons et retranchons 
les résultats ainsi obtenus. 
On trouve 

( 24 ) fp^Kdr =fp/K dr. 



4i6 
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Désignons, d'une manière générale, par le symbole 



i 



Yd-z 



l'intégrale étendue au domaine e, (5 = i , 2, 3, . . ., q). 
On peut écrire 



J p^Rndz=i^J p^^fRndT-h'^l P^^ndT, 



d'où, en vertu de (19), 



= fp/RndT^ fp-nR^dr^^fp{^-/)RndT, 

ou, en vertu de (28) et (24), 

Sn=fp/Kd7'-^fp-nï^ndr-^^Jp{/--^)ï^ndr. 



Cette égalité donne 



(25) S„< I y^/li;, rfT I + ^fpvRndr\ + \^J^pif-^)R,dT 



Or, 

(26) 

où 



/ 



P/K dr 



^QMn 



Q'=J'p/^dT 



est un nombre fixe, ne dépendant pas de n. 
D'autre part, en vertu de (20), 



(27) 



2/. 



pnRndz 



<B 



^fp\l^n\dr<tj^p\ï{n\dz 



<e 



car 



y/y'/>^Tv/s:<£Qv/pïï, 



s„ ^^JpP dz =r Q^ 



4f8 
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On peut donc énoncer ce théorème général : 

Théorème. — Quelle que soit la Jonction f {m) ^ bornée et intégrable dans 
le domaine (D), on a toujours 

(29) fpim)P(m)dz=^Ah Ak=^fp{m)f{m)yj,{m)dr 

k=i 

pour toutes les fonctions fondamentales appartenant au groupe (A). 

13. Signalons encore un théorème plus général contenant comme un cas par- 
ticulier le théorème que nous venons d'énoncer. 

Désignons, comme précédemment (n^ 10), par (D|) un domaine quelconque 
intérieur à (D). 

Soit / une fonction bornée et intégrable dans (D), soit o une autre fonction 
pouvant devenir infinie aux environs de certains points isolés du domaine (D/ ), 
mais telle que les intégrales 



/ /?/9 dz, / /? 9 \kdT, l po' dr, 

^Vi ^hi •^Bi 



étendues au domaine (D{); aient un sens bien déterminé. 

Multiplions l'égalité (ai) par podz et intégrons-la, en étendant l'intégration au 
domaine (D/). 

On trouve 



où l'on a posé 



Or, 



n 

/ pf(i^dz — SAkBk-\- / /?9R„ûfT, 

Ka= P^ykdT (Â:==i,2, 3, ...). 

i t. 

fp9^\ndThfJ'p?'dTyfJpl\ldzy<Qs/~S^^^^ 



est un nombre fixe, ne dépendant pas de n. 

Supposons que l'indice n croisse indéfiniment et passons à la limite. 
On trouve, eu égard à (28), 

lim I pc^Rndz =^0, 



ou 
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Remarquons que cette dernière condition peut être remplacée par une autre 
plus générale. 

Il est aisé de s'assurer, en effet, que Inégalité (29) aura lieu toutes les fois 
qu *on pourra, ta fonction f(m ) étant donnée, troui'er une autre fonction o (m) 
telle qu 'on ait 

/ (/(''O --//>('«,) G(m, m,) 9(/w,)cfT'j cfT<ÊS 

e étant un, nombre positif, donné à l'avance. 
Pour cela, il suffit de poser 



P('w) =J /?(/n,) G(/n, m,) Q(/n,) rfr' 



et appliquer au cas considéré les raisonnements du n° 10. 

Remarquons qu'une proposition analogue est signalée aussi par M. D. Hilbert 
dans sa Communication, présentée à la Société scientifique à Gcittingen le 
5 mars 1904 {voir son Mémoire : Grundzuge einer allgemeinen Théorie der 
linearen Integralgleichungen), 

Or, on voit, par ce qui précède, que ce théorème ainsi que tous les autres, éta- 
blis plus haut (n° 10, etc.), ne représentent que de simples conséquences de 
mes recherches antérieures qui ont été présentées à l'Académie des Sciences de 
Saint-Pétersbourg le 26 novembre 1908 [voir mon Mémoire : Sur certaines éga- 
lités générales communes à plusieurs séries des Jonctions, etc.). 

DÉVELOPPEMENT d'uNE FONCTION DONNÉE EN SÉRIES PROCÉDANT 
SUIVANT LES FONCTIONS FONDAMENTALES. 

15. Supposons que la fonction donnée /(m) se représente dans (D) sous la 
forme de l'intégrale 

(3o) f{'^^) ~ / pi^^x) ^^'{^y f^^x) ^{f^ï) dt' dans (D), 

OU 'f (//i) est une certaine fonction du point m, bornée et intégrable dans (D). 
l'osons 

CU) ? = B,V,4-B,V,-f-...-hB„V„4.r„, 



on 



\ik= j p^^kdx (A:=ri,2, 3, ...,/i). 



Multiplions l'égalité (3i) par /?(mi)G(//i, mi)dx' et intégrons-la. 
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Supposons encore que la série 



2 






converge uniformément dans (D). 

Dans ce cas, la fonction Kn dans (32) tend vers une fonction R, continue 
dans (D), lorsque n croît indéfiniment. 

On a donc 

lim fpRldT:rz fp\\mRldT= fpR^dT = o, 

d'où 

R = o 



et 



00 

/ =2 Aa- V,-, Aa- = JV V^ a, 

k=\ 



ce qui démontre le théorème suivant 
Théorème. — La série 



00 

k = \ 



représente le développement d^ une fonction donnée f {m), continue dans (D), 
en série procédant suivant les fonctions fondamentales appartenant au 
groupe (A) toutes les fois qu'elle converge uniformément dans (D). 

17. Supposons enfin que la fonction /(m) satisfasse à Téquation (3o), et 
reprenons l'inégalité (33) qui a lieu pour toutes les fonctions fondamentales. 

Si ces fonctions appartiennent au groupe (A), on trouve, d'après le théorème 
dunM2, 

limSrt — lim //>r*rfr:=o, 

n = 00 /î = 00 ^ 

car, d'après l'hypothèse faite, cp reste bornée et intégrable dans (D). 

On a donc 

lim R„ = o, 



/I=00 



c'est-à-dire 

00 

/=2a*V* dans(D). 



*=i 
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Il est aisé de s'assurer que la série 

2AaV* 

converge uniformément dans (D). 

Le théorème du n^ 12 montre qu'on peut toujours assigner un nombre v tel 

qu'on ait 

S«<£" pour /i^v. 

Le nombre v étant choisi de la manière indiquée, on aura, eu égard à (82) et (33), 



/-^AaV, 



/ = 1 



<Q£=:£, pour w>v, 



Si étant un nombre positif donné à l'avance. 
Cette inégalité démontre le théorème suivant : 

Théorème. — Toute fonction donnée f {^ni) se représentant dans (D)sow5 la 
forme de V intégrale 



/(w)— //?(/ni)G(m,m,)9(/Wi)e/T', 



'^(/7î) étant une fonction quelconque , bornée et intégrable dans{JÙ)^ se rfeVe- 
Coppe en série uniformément convergente procédant suivant les fonctions 
fondamentales appartenant au groupe (A). 

18. Indiquons encore une propriété intéressante de toutes les séries de la forme 



00 



où Va (A* = I, 2, 3, ...) sont les fonctions fondamentales appartenant au groupe (A), 
Ecrivons l'égalité (291) du n** 13 sous celte forme 



I P<f(/-^AkyÀdr= 2 A*B* = /-; 



et posons 



T P 



(>) Rappelons que p ne s'annule pas dans (D). 
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On aura 



K = f(f-t 



OÙ ra désigne la valeur de r^ pour ^ = - • 

D'après le théorème du n^ 13, on peut toujours trouver un nombre v tel qu^on ait 

(34) IK|<£D/, 

e étant un nombre positif, donné à Favance, D| désignant le volume du 
domaine (D/). 

Remarquons que cette inégalité a lieu, quel que soit le domaine (D/), intérieur 
au domaine donné (D). 

Supposons que la fonction J{m) reste continue dans (D); la fonction 

V 

le sera aussi. 

D'après le théorème de la moyenne, on peut trouver un point m, intérieur au 
domaine (D/) (*), tel qu'on ait 



K^^hilf{m)-^k,\,{m)\ 



On aura donc, eu égard à (34), 



f{m) ^^k,\ ,{m) 



k = \ 



<% 



ce qui nous conduit au théorème suivant : 

Théorème. — Dans tout domaine (D/), intérieur au domaine donné (D), il 
existe au moins un point m, où la série 



V 
k= 1 



V étant un entier convenablement choisi^ Va (Ar := i, 2, 3, . . 4) étant les fonc- 
tions fondamentales appartenant au groupe (A), représente la valeur de la 
fonction J en ce point avec l'approximation donnée à l'avance e, pourvu que 
ta fonction donnée f reste continue dans le domaine (D/). 

(1) Remarquons que la position du point /n dépend, en général, du. choix du nombre v. 
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Cette inégalité donne 

(43) h<g''Jo. 

On en conclut que la série 

I ipoC/w) I H- X [y/J^-h Xv/Jl^-f- ^VJi + • • • + ^^ V^-H . . .] 
converge pour toutes les valeurs positives de X, pourvu que 



c'est-à-dire, 



Ç Lv/I) 



Il en est de même de la série (40* 

On en conclut que, si la constante [x satisfait à l'inégalité 

(44) fx«>DLS 

la série (4i) converge pour X = i et représente une fonction J'(m), bien déter- 
minée, continue dans (D) et vérifiant Téquation 

(89) \\f{m)=i- /Q(m, /n, )d;(/n,)ûfT'-h6(m). 



21. Supposons maintenant que les fonctions 

^f{m) et Q(/ii, m,) = AH(/ii,/ii, ) 

satisfassent aux conditions 

(45) |A/(m')-A/(/n'')|<ap?, 

(45,) I Q(m', /w,) — Q(/w^ m,|< apP, 

a et ^ <C I étant des nombres positifs ne dépendant pas du choix des points m/, 
m'^, m^ dans le domaine (D), p désignant la distance m' m" . 
Ces conditions étant remplies, on aura 

\^{ni')-^{m'')\<kp^, 
{*) Nous supposons que |i > o. 
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A étant un nombre positif ne dépendant pas de la position des points m' et m' 
dans (D). 

On trouve, en effet, 

•• 

(46) I Km') - 4/(m») |<Vx*||;i.(m') - K(m') |. 



*=o 



Or, en vertu de (42), (43), (45) et(45|), 



[<!/,(/«')- K(m»)]'< -î^yCQCm', /n.) - Q(m', m,)]» «^T' 
Par conséquent, en vertu <le (46)« 

!({;(/«') - «{-(m") |< - [14- ÀI)Jo(l + Xy + \^q'->r. . . + X*^*-4-. . .)]pP. 

Supposant maintenant que [x satisfasse à l'inégalité (44) et posant X=i, on 
trouve 

|ij;(m^) — ip(/n^)|< -f^i-f- _^ jpP=:ApP. c. Q. P. D. 

On en conclut, d'après le théorème de M. Holder (^), que le théorème de 
Poisson s'applique au potentiel 



f'Hahlcir'^: fPJJ^hlîll^dr', 



pourvu que les fonctions f {m) et H(m, m%) satisfassent aux inégalités (45) 
et (45|). 

22. Revenons à Téquation 
(47) u{m)=f{m) — I p(mi)G(mymi)<p{mi)dT'. 

Supposons que les conditions (44)^ (4^) ^^ (4^0 soient satisfaites et que ^(/n) 
dans (4?) ^^^^' égale à 

p(m)' 
où ^{m) est la fonction vérifiant l'équation (Sg). 

(*) O. Holder, Beitràge zur Potentialtheorie. Stuttgart, i88'i, p. lo. 
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ordres dans (D), satisfaisant à la condition 

(52) |A/(m')-A/(/n^)|<apP 

[conditions intérieures (a) du n^ 9] et s^annulant sur (S) [conditions (b) aux 
limites du n^ 9], 

23. Supposons maintenaDt que la fonction H(m, mi) satisfasse aux condi- 
tions (48) et (49) du théorème précédent et à la suivante : 

-3-^ -*- 7— \ = o sur (S). 
on ^n on 

Soit /(m) une fonction vérifiant l'inégalité (52) et satisfaisant à la condition 

i=« sur (S). 
Ces conditions étant remplies, nous obtiendrons, comme au n° 22, la fonction 

U(m) = /(/n)— / /?(m,)G(m, /ni)9(m,)c?r' 

assujettie aux conditions 

AU(m)=o dans(D), 
dVi(m) 



du 



= sur (S), 



ce qui donne 



On a donc 



U(m) = const. dans (D). 



/i('w) =jp{m^) G(m, /n,) 9(mi) c^t', 

où l'on a posé 

A(m)=/(m) + C, 

C étant une constante. 

On peut donc énoncer ce théorème : 

Théorème. — Toute fonction 



G(m,m,) = H(/n, w,)-h y£- 



OÙ H(m, /Wi) es^ une fonction satisfaisant aux conditions (48) et (49) fl^« 



THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS FONDAMENTALES. 43 1 

numéro précédent et à la suivante 

Tn =°' 

[ji est une constante satisfaisant à V inégalité (5i), appartient au groupe (A), 
c'est-à-dire à toute fonction f{m), satisfaisant à la condition (52) et à la sui- 
vante 

dn ' 

correspond une fonction <p(m), bien déterminée dans (D) et telle qu^on ait 

/(m)-4-C= / /)(m,)G(m, /ii,)9(/n,)û?T' dans (D), 
C étant une constante. 

24. Supposons encore que G(m, /ni ) satisfasse à toutes les conditions du théo- 
rème du n** 22, sauf à la condition (5o), qui se remplace par la suivante 



dn 



/iGi=io sur (S), 



h étant une constante positive, différente de zéro. 

Soit f(m) une fonction, continue avec ses dérivées des deux premiers ordres 
dans (D) et satisfaisant à la condition 

^-^hfi=o sur (S). 
Sous ces conditions, la fonction 

U(/w)=/(m) — y /)(/n,)G(/n,/ii,)9(/Wi)c^T', 
où 

^ />(m) 

^(m) désignant la fonction vérifiant Téquation (89) (*), représente une fonction 

satisfaisant à l'équation 

AU(m) = o dans (D), 

jointe à la condition 

âViim) 



an 



hl]i(m)z=o sur (S). 



(1) Rappelons que ^(m) se représente sous la forme de la série 

^( m) =r ^(i(ni) -^ ^i{m) -h ^tim) -h , . .-h ^a(^) -r- ' • ' j 
absolument et uniformément convergente dans (D) (n" 20). 
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On a donc 

/{m)=: //>(/w,) G(m, mi)o{mi)dz' dans (D). 

On peut donc énoncer ce théorème : 
Théorème. — Toute /onction 

u. 

G(/w, m,) = H(/n, m,) -h 7-*—- 
satisfaisant aux conditions (48), (49) ^^ (5i) et à la suivante 



an 



AG/=o 5ar (S), 



h étant une constante positive, différente de zéro, appartient au groupe (A), 
c* est'à-dire à toute fonction f {m) ^ continue avec ses dérivées des deux premiers 
ordres dans (D) et satisfaisant à r inégalité (62) [conditions intérieures (a) 
du n^ 9] ainsi çu^à la condition 

^+k/,= o sur (S) 

[conditions (b) aux limites du n° 9], correspond une fonction ç(m), bien 
déterminée et telle qu^on ait 

f{m) = f p(mi) G(/w, mi)(f{mi)dr' dans (D). 

2S. Faisons enfin l'hypothèse suivante sur H(m, /Wi) : 

La fonction H (m, /Wi), considérée comme une fonction du point /n, le 
point /Wi étant situé à l'intérieur de (D), reste continue avec ses dérivées du 
premier ordre dans l'espace tout entier, admet les dérivées du second ordre 
dans (D) et (D^), se comporte à l'infini comme un potentiel newtonien et 
satisfait à l'équation 

AH(m, m,)3=o dans {ï^'). 
Formons, comme précédemment, la fonction 

U(/w)=/(m)—//?(/w,)G(m, m,) 9(7/11)^/1^, 
en supposant que f{m) jouisse des mêmes propriétés que H (m, m^) et que ^(nt) 
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^(m) est la fonction se représentant sous la forme de la série 



ou 



iPo(/w)= ^^' ^k{ni)=j p{m^)G{m,m,)^k-x(m^)d'e, 



absolument et uniformément convergente dans (D). 

26. Considérons maintenant le cas plus général : 
Supposons seulement que la fonction* 

G(m, m,) = H(m, /n, ) - 



47rr 



soit symétrique en m et m^ et appartienne au groupe (A), c'est-à-dire qu'à toute 
fonction jr( m), satisfaisant à certaines conditions intérieures (a) et à certaines 
conditions (6) aux limites, correspond une fonction <f(ni) telle qu'on ait 

(53) /(/w) = //?(/w,)G(/w, m,)9(/?î,)^T' dans (D). 

Appliquons le théorème général du n° 13 à la solution de cette équation. 
Remplaçons dans (291) (f par -, / par la fonction cherchée ^{m). 
On trouve • 

r<p rfT = y B* r V* rfr -= y B* fv* dz -t- Sn, 
OÙ l'on a posé 






V;t (A=i, 2, 3, ...) désignant les fonctions fondamentales correspondant à la 
fonction génératrice G(/n, mi). 

D'après le théorème du n° 13, on peut trouver un nombre v tel qu'on ait 

U«|<Ê pour n^v, 

e étant un nombre positif, donné à Tavance. 
On peut donc écrire 



(54) 



fc^dr-^B,fy,ciz 



<eDi pour w>v, 



D/ désignant le volume du domaine (D/). 
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Supposons que f (/^) reste continue dans (D). 
Soit m un point quelconque du domaine donné (D). 

Écrivons autour de m, comme centre, une sphère (t) de rayon p, suffisamment 
petit. 

Choisissant convenablement p, on aura 

cp = cp(/n) 4-TQ à l'intérieur de (o") 



où 



hl<«. 



pour tous les points intérieurs à (7). 
On aura donc 



d'où 



D, •/d» 

/ cpc/T — 9(m)D, 



<£D/. 



Par conséquent, en vertu de (54)) 



n 



< 2£. 



Or, l'équation (53) donne 
(55) 

OÙ l'on a posé 



On trouve donc finalement 



Ba- — ^k^k9 



= Jpf\kd':. 



n 



< 2£. 



Celle inégalilé permet de calculer la valeur de la fonction cherchée o{m) 
en tout point m du domaine (D) avec r approximation donnée à l^ avance 2e, 
si nous supposons seulement que 'f{m) reste continue dans (D). 

Dans le cas plus général, où o(m) n'est que bornée et intégrable dans (D), 
nous obtiendrons, en tenant compte de (54) et (55), 



n 



n — 1 



<«, 
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V inégalité qui permet de calculer la valeur moyenne de la fonction cherchée 
<f{m) dans tout domaine (D|), intérieur à (D), a\^ec l'approximation donnée 
à l'avance e. 



27. Faisons encore une remarque sur le problème suivant : 

Soit f{m) une fonction vérifiant l'équation (53), où f(m) est une fonction 
donnée; trouver la valeur de l'intégrale 



/ 9'\'dT, 



OÙ ^ est une autre fonction donnée, bornée et intégrable dans (D). 

Supposant, comme précédemment, que G(m, m^) appartient au groupe (A), 
on trouve 

/ o^d'z= P9^^'^ = ^ l^kCk, 

où l'on a posé 

Ca sont les constantes connues ; il ne reste qu'à trouver les valeurs de B^. 
Or, nous avons vu que [l'égalité (55)] 

Ba = ^* I pfVkdz. 
On a donc 

n 

f^^dz=yi, fpfy.dz f^\,dz-^rn, 



où 



^n — y. B^Ca. 



Ar = /i-t-l 



Choisissant convenablement le nombre n^ nous aurons approximativement 



n 



avec Tapproximation donnée à Tavance e, car on peut toujours choisir un nombre v 
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de façon que l'on ait 



rn\<^ pour nzv 



> '• 



Le problème proposé est donc résolu. 



>•••« 



CHAPITRE in. 



APPLICATION DE LA THÉORIE GÉNÉRALE A LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 

1. Les résultats généraux des recherches précédentes peuvent avoîr plusieurs 
applications dans TAnalyse ainsi que dans la Physique mathématique. 

Ces applications sont si nombreuses qu'il est presque impossible d'en donner 
un aperçu détaillé et complet. 

Il suffit de se borner aux exemples les plus simples et les plus importants qui 
permettent de faire comprendre le mieux la portée de la théorie générale déve- 
loppée plus haut. 

2. Prenons pour la fonction génératrice la fonction de Green. 
On sait que 

G{m, w, ) = H(/w, /»,)-4- 7 — , 

où H(m, nti ) est une fonction satisfaisant aux conditions (a), (6), (c) du n° 4 du 
Chapitre I ainsi qu'à finégalité (19), car 

AH = à rinlérieur de (D). 
Donc, la solution de l'équation 

(«) y{m) = 'kfp{m^)G{m,m,)y{m,)dz'-h/{m), 

où G(m, mi) désigne maintenant la fonction de Green, se représente sous la forme 
de la série 
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OÙ Vk (A' = I, 2, . . .) sont les fonctions du point m s'annulant sur (S), car 



Va= I p(mt)G{m,mi)i^k-i{rfii)dT' 



et G(/w, /Wi) s'annule sur (S). 
On a donc dans le cas considéré 



/ 






[comparer la formule (192) d" "** 12 du Chapitre I]. 

La théorie générale du Chapitre I s'applique immédiatement au cas particulier 
qui nous intéresse et conduit au théorème suivant : 

La fonction V(m) vérifiant r équation (i), où G(m, //ii) désigne la /onc- 
tion de Green, est une /onction méromorphe en X, n^ ayant que des pôles 
simples et réels 

A], Aj, Aj, . . • » A/;, 

dont les résidus correspondants sont les /onctions /ondamentales ayant pour 
/onction génératrice la /onction de Green, 

Ces /onctions /ondamentales V)t(A* = i, 2, 3, ...) satisjont aux équations 

(2) yk{ni) — 'kklp{m^)G{mym^)\k{m^)d':'y 
ou aux équations 

(3) AVa 4- y^kP^k^^ o à rintérieur de (D), 

(4) ^k^^ o sur (S). 

Il est aisé de s'assurer que la fonction de Green appartient à la classe de fonc- 
tions génératrices, auxquelles correspondent les fonctions fondamentales n'ajant 
que des nombres caractéristiques positifs (voir n° 25 du Chapitre I). 

Soit, en effet, © une fonction quelconque, continue avec ses dérivées du pre- 
mier ordre dans (D). 

Posons 

W= / />(//l|)G(//l, /Wj) (p(/Wi)û^T'. 

La fonction u reste continue avec ses dérivées des deux premiers ordres 
dans (D) et satisfait aux conditions 

Aa-4-/>(p=:=o dans (D), 
a = o sur(S). 
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On a donc 

K=: //>('w)cp(/n)( I p{mi)G{m, fni)(^{mi)dz'jd7 

=-/„...,=/2(f)V>o. 

quelle que soit la fonction ^(ni) continue avec ses dérivées du premier ordre 

dans (D). 

La condition (78) du n" 25 du Chapitre I est satisfaite. 

Donc, tous les nombres caractéristiques X^ ( A* = i , 2, 3, . . .) sont positifs. 

L'existence des fonctions Va satisfaisant aux conditions (3) et (4) est donc 

démontrée {comparer H. Poincaré, Rendiconti di Palermo, 1894). 

3. Montrons maintenant que la fonction G(m, /W|) de Green appartient au 
groupe (A). 

La fonction de Green se représente sous la forme 

G(/w, m,) = H(m, /n,) + -J—y 

L\T:r 

où [A = I, H(/w, mi) est une fonction vérifiant l'équation 

AH(m, m,) = dans (D). 

D'autre part, G(m, m^) s'annule sur (S). 

Il est évident que la fonction de Green satisfait à toutes les conditions du théo- 
rème du n^ 22 du Chapitre précédent. 
Dans ce cas, l'équation (39) se réduit à 

d'où 

«- ^f 

<9 — 

P 

On trouve donc, moyennant le théorème du n''22 du Chapitre précédent, 
(5) f(m) = - fp{m,)G(m,m,)^ff^d7' dans (D), 

quelle que soit la fonction f(m), continue avec ses dérivées des deux premiers 
ordres dans (D) et satisfaisant à la condition 

(52.) |A/(m')-A/(/n^)|<«pP, 
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a et ^ <C I étant des nombres fixes ne dépendant pas de la position des points 
m' et rv^ dans (D), p désignant la distance m' m^ , 

Donc, la /onction G(//i, mx) de Green appartient au groupe (A). 

4. Nous pouvons appliquer au cas considéré la théorie générale du Chapitre II 
et en déduire le théorème suivant : 

Soient f{ni) une fonction bornée et intégrable dans (D), ^{ni) une autre 
fonction qui peut devenir infinie en certains points isolés intérieurs à (D) 
mais telle que les intégrales 



i p^- dz, / p^Wkd'z, l pf<^ dx 

*/Di *^hi •^Di 



aient un sens bien déterminé. 

Ces conditions étant remplies, on a toujours 



it»Ar> 



(6) fp<^fdT=y\,B 

Aa= / Pf^kdz, Ba= I p^fV/idz, 

où Va(A" = i, 2, 3, . . .) sont les fonctions satisfaisant aux conditions (3) 
e/(4). 

o. Supposons maintenant que la fonction f{m) s^annulant sur (S) n'admette 
que les dérivées des deux pî'emiers ordres et que les dérivées du second ordre 
restent bornées et intégrables à l'intérieur de (D). 

Appliquons le théorème précédent à la fonction 

u=f{ni)-^ Jp{m,){\{m,m,)^^^dz', 

en posant dans (6) 

(D,) = (D), 9=/=L«- 

On trouve 



où Ton a posé 



*=1 



= k^-^Jp(m)(^Jp{m,)G{m,nH)^^^d^^\tdr, 
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et 

Aa - / //Va- ^t. 

Or, en verlii de (2), 
fp(ni)y,{m)(^J'p(m,)G{m,m,)^^dz''jd7 

D'aulre pari, d'après les hypothèses failes sur la fonction /{m), on trouve, eu 
égard à (3) et (4), 



f^'-^^dT = -J'/lV,dz = -j\,S/dT = + -k,J'p/y,dr = 



-4- XtAz. 



Par conséquent, 

et 

Ba^o. 

On trouve donc 

/ pu^ dz = o, 

d'où 

u=z/{m) -h I G(/n, /w,) A/(mi)û^T'^o dans (J)), 

car la fonction u reste continue, la fonction p{m) continue et positive dans (D). 
Donc, Inéquation (5) a lieu toutes les fois que la fonction f{m) reste con- 
tinue, admet les dérivées des deux premiers ordres dans {ï)) et s^ annule 
sur (S). 

6. Appliquons maintenant le théorème général du n° 17 aux fonctions fondar 
mentales satisfaisant aux équations (3) et (/(). 
On obtient immédiatement ce théorème : 

Toute fonction f continue admettant les dérivées des deux premiers ordres 
dans (D) et s' annulant sur (S) se développe dans (D) en série uniformément 
convergente procédant suivant les fonctions Va, définies par les équations (3) 

e^(4), 

«0 

f='^A,y,, Aa-= fpfS.dr. 

k = X 

Fac. de T., a» S., VI. 67 
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Les théorèmes que nous venons de signaler permettent de résoudre le pro- 
blème suivant de la théorie de la chaleur : 

Trouver une fonction U dépendant du temps t et de coordonnées a:, y, Zy 
vérifiant V équation 

—r- = K AU à l'intérieur du domaine (D), 
ot \ " 

K désignant le coefficient de conductibilité^ et aux conditions 

U = sur (S), 
U =/(a:, j^, js) pour tz=:o. 

Nous avons déjà exposé les principes de la méthode dans Flntroduction à ce 
Mémoire. 



7. Prenons maintenant pour fonction génératrice la fonction suivante : 

G(/w, /nj) =r J(m, m,), 



où 



J(m, m,):=J,(/?i,mi)-4- -j—, 

Ji (m, mi) étant une fonction satisfaisant aux conditions suivantes : 

Elle reste continue avec ses dérivées des deux premiers ordres à l'intérieur de (D); 
Elle satisfait à l'équation 

(7) ^''»~5 à rinlérieurde(D), 

D désignant le volume de (D); 
Elle satisfait à la condition 

dlu I coso ,^. 

(8) V^ = 7 r- sur (S), 

^ ' on kiz r^ 

où cp désigne Tangle que fait la droite, dirigée du point m,x du domaine (D) vers 
un point m de (S), avec la normale n à (S) en m. 

Soit J|o une fonction quelconque satisfaisant à ces conditions. Il est évident 
que toute fonction 

C(mi) désignant une fonction arbitraire du point mi, satisfera aux mêmes con- 
ditions. 
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Choisissons C(mi) de façon que Ton ait 

(9) y J,(m,m,)û^T=J [J,o+C(mi)]û^T = — ^J J.^'^' 

Nous obtiendrons une fonction J|(m,mi) bien déterminée et satisfaisant aux 
conditions (7), (8) et (9). 

J'ai établi Texistence d'une telle fonction dans mon travail : Sur les équations 
différentielles de la Physique mathématique, publié en 1896 dans le Recueil 
mathématique de Moscou (*) (en russe). J'j ai montré que J<(//2, /w^), ainsi dé- 
finie, est symétrique en m et m^ [condition (a) du u® 4 du Chapitre 1]. 

11 est aisé de s'assurer ensuite que J| (m, m^ ) satisfait aux conditions (6) et (c) 
du n** 4 du Chapitre I. 

Il est évident enfin que 

f{M,ydx'<L\ 

car, en vertu de (7), 

Quant à la fonction J(m, mi), elle satisfait à la' première des inégalités (19) du 
n*^ 11 du Chapitre I, ainsi qu'aux conditions suivantes 

(10) -r-^i=o sur (S), 

on 

(11) l ^{niy m,)ûfT = o. 

8« Formons maintenant l'équation fonctionnelle 

(11) V(/n)z=X I p{mi)J{mymi)V{mi)d'c'-^/(m) 

et la série correspondante 

V(/n) = ^'o(m)-+-A t'i(/w,)-i-. . .-f- X*rit(/w) -h. . ., 
où 

^'k— l P(ffh)i{m, //11) \^k-\{fih)d':'. 



( *) Foir aussi W. Sterloff, Sur les problèmes fondamentaux, etc. {Annales de VÉcole 
normale, 190?., p. 258). 
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On a donc, eu égard à (lo), 



I i^f,i-^ds=:o (A:=:i,2,3, ...) 



[voir la formule (192) du Chapilre 1]. 

On voit, par ce qui précède, que la théorie {générale du Chapitre 1 s^applique au 
cas considéré, où la fonction génératrice G{m, nis) se réduit à J(m, mi). 

On peut donc énoncer le théorème suivanl : 

La solution de C équation (11) représente une fonction méromorphe en \ 
n^ ayant que des pôles simples et réels 

Aj, Aj, Aj, • • • > A^, . . . , 

dont les résidus correspondants sont les fonctions fondamentales vérifiant 
les équations 

(12) Wf^{m) — \k j p{nt)S{m,m^)\k{mx)dr' 

ou 

(i3) ^\ fc-\-\kp^k — //>VAûfr = o à l'intérieur de {ï^) y 

(i4) ^=^ sur {S), 



(i5) r\kdz=o. 



L'existence des fonctions fondamentales, correspondant à la fonction généra- 
trice J(m, /W|), est donc démontrée. 

Il importe de remarquer que ces fonctions n* admettent que des nombres ca- 
ractéristiques positifs. 

Soit cp une fonction quelconque, continue avec ses dérivées du premier ordre 
dans (D). 

La fonction 

M=z f pim^) J{my mi) o(m^) dr' 
satisfait aux conditions 

Am=: — /;9-H - I pc^dz dans(l)), 

--— — o sur (S). 
On 
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On a donc, eu égard à (»i)» 



>o. 



/ /?(/n)(p(/n) ( //y(/nj) G(/w, mj) 9(/n, ) c/r'j G^Ti= — j uAudr 
Donc, tous les nombres Xk sont positifs (n** 25 du Chapitre 1). 



9. Montrons que la fonction J(//i, /w^) et, par suite, les fonctions fondamen- 
tales correspondantes appartiennent au groupe (A). 
La fonction J(//i, mi) se représente sous la forme 

UL 

J(/w, m,) =z H(m, /Wi) -+- r—-y 

où 

/jt = i, H(m, m,) = J,(/w, //ij); 



d'où, eu égard à (7), 



Ail (m, m,) ^= AJi(/w, /n|)=^ — 



D'autre part. 



on 



Il est évident que J(/?î,mi) ne représente qu'un cas particulier des fonc- 
tions G (m, /Wi), définies au n® 23 du Chapitre précédent. 
L'équation (3g) du Chapitre précédent se réduit à 

Ci désignant une constante. 

Le théorème du n° 23 s'applique donc à la fonction J(m, m,). 

Soit f{m) une fonction continue avec ses dérivées des deux premiers ordres 
dans (D), vérifiant l'inégalité (52|) et satisfaisant à la condition 

on 
Le théorème du n** 23 conduit à l'équation 

(16) C-h/(/w) — — fs(m,mi)l/(my)dT'-^Cy f ]{in, ni^) d-: 

= — j M^ni, m^) \f\rn^) d':' y 
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car 



I J{m,/n^)dz'=: / J(m, /»,)c/t = o. 



L'équation (i6) donne 

CD-+- C/{m)dz = o. 

Posant 

/,(m)=:/(m)-lj7(m)t/T, 



on aura 



(17) u=/i{m)-h /j(m,/ni) A/,(/ni)é/T'=o. 

Donc, J(m, /W|) appartient au groupe (A). 

Le nombre k dans les conditions intérieures (a) [voir n" 9, Chapitre II) se 
réduit à A' = 2, les conditions aux limites (6) se réduisent à 

an 

10. Appliquant au cas considéré la théorie générale du Chapitre précédent, oa 
obtient le théorème suivant : 

Soit / une /onction bornée et intégrable dans (D). Posons 

/,=/+€, 
et choisissons la constante C de façon que Von ait 

(18) H/^Odr^o. 

Soit cp une autre fonction qui peut devenir infinie en certains points isolés 
d'un domaine quelconque (D/), intérieur au domaine donné (D), mais telle 
que les intégrales 

»^Di •''d, ^Di 

Va(X: = 1,2,3,...) étant les fonctions fondamentales correspondant à la fonc- 
tion génératrice J(m, mi), aient un sens bien déterminé. 
Ces conditions étant remplies, on aura 



(»9) / /^?/i^T = yA;tB 



ki 



Aa= j pfi^kdT, }^k— i p^yfkdi:. 
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H. Considérons le cas le plus simple 

p{ni) =: I. 

On aura, eu égard à (iî«), («3), (i4) et (i5), 

(12,) V;t(m) = >.^ /j(m,m,)VA.(/w,)^T', 

(i3,) AV;i-hX;tVA=o àrinlérieurde (D), 

(i4,) ^'=^ '"''(^)' 



(i5,) jYj,dz = o. 



Démontrons que l'équation (17) a lieu toujours, pourvu que la fonction / 
reste continue avec ses dérivées du premier ordre et admette les dérivées du se- 
cond ordre, bornées et intégrables dans (D). 

Posons, dans (19), 

p = i, o=f,= u, (D/) = (D). 
On trouve 



k=i 
Or, en vertu de (i2|), 






fii\idr=fMm)\,,{m)dz +C\k{m) (fi (m, m,) A/(m,)rfT'J dz 



= kt-h 



-■J'^/{m)Y„{m)dr, 



où l'on peut poser, eu égard à (i5«), 



= ff\kdx. 



D'autre part, en vertu de (i3|) et (i4«)> 



yA/( /n ) V,. ( m ) rfr = - >.*//¥,. dx. 



Par conséquent, 

M =:o dans (D). 

U équation (17) a donc lieu toutes les fois que la fonction f^ continue avec 
ses dérivées du premier ordre et admettant les dérivées du second ordre, 
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bornées et intégrables dans (D), satisfait à la condition 

dn 

12. De cette proposition nous déduirons immédiatement, à l'aide du théorème 
général du n" 17 du Chapitre précédent, le théorème suivant : 

Toute fonction /, continue dans (D), avec ses dérivées du premier ordre, 
admettant tes dérivées du second ordre, bornées et intégrables dans (D), et 
satisfaisant à la condition 

dn 
se développe dans (D) en série uniformément convergente, de la forme 

Va étant les fonctions fondamentales, définies par les équations (i3i) et (i4i)- 

Les théorèmes que nous venons de démontrer permettent de résoudre le pro- 
blème suivant : 

Trouver une fonction U du temps t et de coordonnées x, y, z satisfaisant à 
l'équation 

Jointe aux conditions 

-— - zzio sur (S), 
an 

\]:=zf(x,y,z), -^ =9i^O'y^) pour t^o, 

f et tf étant des fonctions données satisfaisant aux conditions énoncées au 
début de ce numéro. 

Le lecteur trouvera les indications nécessaires sur ce sujet au n° 2 de l'Intro- 
duction de ce Mémoire. 

13. Considérons encore la fonction H(m, /Wi ), dont nous avons déjà parlé au 
n" 3 de l'Introduction. 

C'e>t une fonction se représentant sous la forme suivante 

H(/7?, m^) =z H, (m, m,) -t- -, — > 

L\Tzr 
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OÙ H| (m, mi ) est une fonction satisfaisant aux conditions 

.„ à^H, d'U, d'U, , ,„, 

AH.= -^ + -^-H-^=o dans(D), 

an l^Tï /•* 47rr 

A «tant une constante positive, diflerenle de zéro. L'existence de cette fonctioa 
est établie dans mon Mémoire : Sur les problèmes fondamentaux de la Physique 
mathématique [Annales de V École normale, juillet iy02, p. 248 et suiv.). 

Il est aisé de démontrer, par la méthode connue de Riemann, que H(//i, m^) et, 
par suite, H, (m, m^) sont symétriques en m(x^y, z) et m($, t;, ^). 

Moyennant l'expression analytique de la fonction H|(/;?,//2|) que fournit la 
méthode de Neumann, appliquée à la détermination de H|(m, //ii), on peut s'as- 
surer que H| (m, mi ) satisfait aux conditions (b) et (c) du n" 4 du Chapitre 1. 

11 est évident ensuite que [inég;alité (19) du Chapitre I] 



f[^E^{m,m,)ydz'<L\ 



car 

A U, (w, /?!,) =10 dans(I)). 

Quant à la fonction H(m, '^^i)) elle satisfait aux conditions 

(20) A H(m, /?i,) =z o dans (D), 

(21) î^+AH/nro sur (S) 

on 

et 

Cw{m,m^)d7<A} 

pour tous les points de tout domaine (D|), intérieur à (D), A| étant un nombre 
fixe ne dépendant que de (U/) [comparez Tiuégalité (22) du Chapitre I]. 

14. Prenons cette fonction H(m, mt) pour fonction génératrice et envisageons 
l'équation (n*' 5, Chapitre I) 

(22) \{m)=zl //>(mi)H(m,m,) V(/7^,)t/T'-^/(//0• 
On a, comme au n® 5 du Chapitre I, 

Fac. de T., 2* S., VI. 58 
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OÙ 



<u('w)=: //>(m,)H(/ii, m,) ('A_i('w,)ûfr'. 



On trouve, eu égard à (21), 



dvki 



-^hVf,z=io sur (S) 



dn 
et, par suite, 

j^kt -^ds^— hjvli ds < o. 
La condition (192) du n^ 12 du Chapitre I est donc satisfaite. 

15. On voit, par ce qui précède, que la théorie générale, exposée dans le Cha- 
pitre I, s'apph'que à Téquation (22) et conduit immédiatement au résultat sui- 
vant : 

La fonction V(m) vérifiant l'équation (22) est une fonction méromorphe 
en \ n^ ayant que des pôles simples et réels 

^l> ^J> ^3> • • • > f^ki • • •> 

dont les résidus correspondants sont les fonctions fondamentales correspon- 
dant à la fonction génératrice H ( /;i, m 1 ) qui vérifie les équations ( 20) e^ ( 2 1 ). 
Ces fonctions fondamentales Va (A* = i, 2, 3, . . .) satisfont aux équations 



\ k{m) — Ik j p{m^)l^{m, m^)\ k{m^) d^' 



ou 



(23) ^Wk-^y^kP^k—o dans{D), 

(24) ^'■^^'^*'~^ sur {S). 

Il est aisé de s'assurer que tous les nombres caractéristiques Xa des fonctions 
fondamentales correspondant à la fonction H(m, /Wi) sont positifs. 
Posons, en effet, 

M= /p(m,)H(m,m,)<p(m,)ûfT', 

çp(m) étant une fonction quelconque, continue avec ses dérivées du premier ordre 
dans (D). 
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La fonction u satisfait aux conditions 

^u=L — p(f dans(D), 
âiii 



dn 
On a donc 



-hAii/zro sur (S). 



quelle que soit la fonction ^(/n). 

Donc, tous les nombres Xa sont positifs (voir n® 25 du Chapitre 1). 



16. Montrons que H(m, nii) appartient au groupe (A). 
La fonction H(/n, mi) se représente sous la forme 

H(m,m,) = Hi(/n,m,)-+- j^, 

où [x = I, H|(/7i, mi) est une fonction vérifiant Téquation 

AHi(/n, mj) ::^o. 

D'autre part, H(m, m^) satisfait à la condition 



dn 



AH/^o sur (S). 



La fonction H(/n,mi)ne représente qu'un cas particulier des fonctions G (m, m^) 
que nous avons considérées au n*^ 24 du Chapitre précédent. 
L'équation (Sg) (Chapitre II) se réduit à 

vI;(m)z=-A/(m). 

Soit f{in) une fonction continue avec ses dérivées des deux premiers ordres 
dans (D) satisfaisant à l'inégalité (52|) ainsi qu'à la condition 

^^hfi=.o sur (S). 

Appliquant le théorème du n^ 2i du Chapitre précédent au cas considéré, on ob- 
tient l'équation 

f{m)—-^ ÇE(mym,)^f{m^)dT' dans (D), 



452 W. STEKLOFF. 

ayant lieu quelle que soit la fonction f{ni) satisfaisant aux conditions tout à 
riieure indiquées. 

Donc, H(/w, //i|) appartient au groupe (A). 

17. Appliquant au cas considéré la théorie générale (Chapitre II), on obtient 
ce théorème : 

Soit f une fonction bornée et intégrable dans (D), soit ^ une autre fonc- 
tion pouy^ant devenir infinie en certains points isolés d^un domaine quel- 
conque (D/), intérieur au domaine donné (D), mais telle que les intégrales 



f P9*dTy l pf^s^d-:, f p^Vkdr 

•^D, •^D, «^D, 



aient un sens bien déterminé. 

Ces conditions étant remplies, on a 

(25) f P9fdx = ykk^ky 



=fpf Va dr, B a- ^Jp 9 V a- dr, 



ou Va (A-= I, 2, 3, . ..) sont les fonctions fondamentales satisfaisant aux 
équations (28) e^ (24)- 

18. Posant dans (26) 

?=/=", (I>/) = (D), 



u=f{m)-hJH(m,mi)^f{mi)dT'y 



et répétant presque textuellement les raisonnements du n** 5 (ou du n° H), on 
s'assure que l'équation 



/(m)-h rH(m,m,)A/(m,)^T'=: 



a lieu toutes les fois que la fonction f continue avec ses dérivées du premier 
ordre dans (D), admet les dérivées du second ordre, bornées et intégrables 
dans (D), et satisfait à la condition 

(26) ^^^hfr=.o 5£/r(S). 
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19. Celte proposition étant établie, on en conclut immédiatement, moyennant 
le théorème général du n" 17 du Chapitre précédent, que toute fonction f con- 
tinue avec ses dérivées du premier ordre dans (D), admettant les dérivées du 
second ordre, bornées et intégrables dans (D), et satisfaisant à la condition (26), 
se développe dans (D) e/i série uniformément convergente 



/^Va^V^, A,= fpf\,dT, 



oà Va (A- = I, 2, 3, . . .) sont les fonctions fondamentales, définies par les équa- 
tions (aS) et (24). 

20. Les théorèmes établis aux n®' 16 et 19 permettent de résoudre ce problème 
général de la théorie de la chaleur : 

Trouver une fonction U de variables t (temps) et x^ y^ z {coordonnées) 
satisfaisant à l'équation 

ou K est une fonction positive et ne s^ annulant pas dans le domaine 
donné (D), jointe aux conditions 

^'4-AU/=0 5££r(S), 

on 
h étant une constante positive, différente de zéro, 

U =/(^, y, z) pour t = o, 

J étant une fonction satisfaisant aux conditions du théorème du numéro 
précédent. (Comparer Plntroduction, n° 2.) 

21. Considérons enfin le cas le plus simple, en posant 

H(m, /n,) = o, fxrzi 
dans Pexpression générale 

G(m, m,) = H(/w, m, ) -h yi— 

de la fonction génératrice [voir n^ 3 du Chapitre I, l'égalité (3)]. 
La fonction G(m, mt) se réduit à 

G(/n, mi)= 7 ; 
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Téqualiou (4) du n^ 5 du Chapitre I se réduit à la suivante : 
(27) y{ni)=^fp{m,)jy(m,)dT''^/(m). 

Les fondions i> dans la série 

se représentent sous la forme du potentiel newtonien et satisfont à la condi- 
dition (193) du n" 12 du Chapitre I. 

Il est évident que la théorie générale s'applique immédiatement au cas considéré 
et conduit au théorème suivant : 

La fonction Y (m) vérifiant V équation (27) est une fonction méromorphc 
en X admettant une infinité de pôles simples et réels 



^l> ^î» ^s> • • • > ^ 



ky 



dont les résidus correspondants sont les fonctions fondamentales Va(//i) 
satisfaisant aux équations 

\,(m) = ^Jp{m,)'j^\,{m,)dr' (/rm, 2, 3, .. .). 

Ces équations montrent que les fonctions Va ainsi définies restent continues 
avec leurs dérivées du premier ordre dans Tespace tout entier, admettent les 
dérivées du second ordre, continues dans (D) et dans (D') [dans Tespace, exté- 
rieur à (D)], se comportent à Tinfîni comme un potentiel newtonien et satisfont 
aux équations 

(28) AVa-t-XapVa = o àrinlérieurde (D), 

(29) AVa = o à rexlérieur de (D) [dans (D')]. 

L'existence des fonctions appelées, par M. A. Korn, fonctions universel/es, 
est donc établie. 

On voit que ces fonctions ne représentent qu'un cas très particulier des fonc- 
tions fondamentales générales dont nous avons démontré Texislence dans le 
Chapitre I de ce Mémoire. 

Il est aisé de s'assurer que la fonction 



G(/?*,«?,) — 



^nr 



appartient à la classe des fonctions génératrices qui n'admettent que les nombres 
caractéristiques positifs (n'' 2o du Chapitre I). 
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La fonction 

47rJ /• 

salisfait aux conditions 

AU4-/>(p = o dans (D), 
AU=:o dans(D'), 

quelle que soit la fonction o{m) continue avec ses dérivées du premier ordre 
dans (D), et reste continue avec ses dérivées du premier ordre dans l'espace tout 
entier. 

On a donc 

= - ^u^udr = - fu^udT= r^ {^y dT>o. 

Donc, tous les nombres caractéristiques de fonctions universelles sont 
positifs, 

22. On peut démontrer que la fonction - — appartient au groupe (A), de sorte 

que le théorème général du n" 13 du Chapitre II s'applique aux fonctions Va 
satisfaisant aux conditions (28) et (29). 

Or, nous pouvons démontrer un théorème analogue directement, par une 
autre méthode, qui s'applique toutes les fois que la fonction H(/;2,/7;|), dans 
l'expression générale de la fonction génératrice, satisfait aux conditions sui- 
vantes (comparer n° 25 du Chapitre précédent) : 

La fonction H(/w,/W|), considérée comme une fonction du point /w, le 
point nii étant situé à l'intérieur du domaine (D), reste continue avec ses 
dérivées du premier ordre dans l'espace tout entier, elle admet les dérivées du 
second ordre, continues dans (D) et (D'), se comporte à V infini comme un 
potentiel newtonien et satisfait à V équation 

AH(m, m,)^o dans (y^^). 

Nous allons reproduire cette démonstration dont j'ai déjà exposé les principes 
dans ma Note, insérée aux Comptes rendus du 4 juillet 1904* 

23. Soit/(m) une fonction quelconque^ bornée et intégrable dans (D). 



456 W. STEKLOFF. 

Posons 
(3o) /^A,V, + A,V,4-...-hA;,V,4-R„, 



= I P/^kdr (/r = i,2, 3, ...), 



où Va (A* = 1 , 2, 3, . . .) sont des fonctions fondamentales correspondant à la fonc- 
tion génératrice 

G(/w,m,) = H(/ii, mi)-+- y^, 

H(/n, mi) étant une fonction jouissant des propriétés que nous venons d'énoncer 
(numéro précédent). 

Les fonctions Va satisfont aux équations 

(3i) Va(/?i) — Xa //?(/Wi)G(/?i, m,) VA(m,)c^T', 

restent continues avec leurs dérivées du premier ordre dans l'espace tout entier, 
admettent les dérivées du second ordre, continues dans (D), se comportent à 
rinfini comme un potentiel newtonien et vérifient Téquation 

(32) A Va(//0 =:o à Textérieur de (D). 

Reprenons maintenant l'inégalité (7) du n" o du Chapitre précédent 



(33) 



ou 



-■7- ^ *«-*-l> 

v/J, 






(34) Vi{/n)-= j p{nii) G (m, m,) ^^{mi) dz' — j pGlindr'. 

Celte expression de V\{m) montre que la fonction i^, reste continue avec ses 
dérivées du premier ordre dans l'espace tout entier, se comporte à l'inGni comme 
un potentiel newtonien et vérifîe Téquation 

(35) A(^i(m)z=o à Textérieur de (D) [dans D')]. 
On a donc 

(36) -àJT^-JJT' ^'»'^'»' '"''(^)- 
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24. Supposons maintenant que f reste continue avec ses dérivées du premier 
ordre dans l'espace tout entier et se comporte à lUnfini comme un potentiel 
newtonien. 

Il en sera de même de la fonction R„, comme le montre l'équation (3o). 

Ces conditions étant remplies, on trouve, d'après le théorème de Green \yoir 
les égalités (35) et (36)], 

OÙ, en vertu de (34), 

(37) Ar,= -fx;?Rn4- //?(m,)AH(m, m,)R„(/Wi)e/T'. 

On a donc 

L'inégalité de Schwarz donne 

(39) Q» = ryR„ (^Jp AHR„ rfr'j dr^'lJ^Rl '^^/{/^ ^^^" ''^)'''^- 
Or, en vertu de (37), 

d'où, en répétant les raisonnements du n^ 12 du Chapitre I, 



f-Lm^^^^-w-^V'^- 



D'autre part, 



Q« = [^yR„^y;,AHR„rfr')rfTl*<L«^J». 



P'+Q'<L'^.IJ + 



Par conséquent, 
Or, 

fx'JJ<2(P'+Q'). 

Foc. de 7"., a* S., VI. 5q 
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On a donc 



Faisons maintenant une seule supposition que la constante [x satisfasse à 
r inégalité 

(4o) 

et posons 



^ a 




.(v^.LV^) 


N 




•^^> 



N désignant un nombre fixe positif ne dépendant pas de n. 
On aura 

d'où 

V/Ji Jo 

Cette inégalité et (33) conduisent à la suivante : 

N ry f ^y^ 

(40 JpRldr=:3o<-^^-^^'"'^ 



'«-+-1 



2d. Supposons enfin que la fonction, jouissant des propriétés indiquées plus 
haut, satisfait encore à la condition 

(42) /(m)=r //>(/n,)G(/7J,wi,)<p(/n,)e/T' dans (D), 

<f{m) étant une certaine fonction du point m, bornée et intégrable dans (D). 
Dans ce cas, on trouve, eu égard à (3i), 

^n= p{mi)G(m,mi) U;»(/n,)r/T', 
où l'on a posé 

U^=:9(//2,) — XiA, V,(m,) — X,A,Vî(mi)— ... — X„A„V„(/?i,). 
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On trouve donc, comme au n** 22 du Chapitre I {voir aussi n** 12, Chap. I), 



(43) /2(^)''^<N//'(»«)U;(/«)rfr. 



Or, il est aisé de s'assurer que l'intégrale 



J'p(m)Vl(m)dT 



décroît, lorsque n croît indéfiniment, de sorte qu'elle ne surpasse pas un certain 
nombre fixe A, ne dépendant pas de n. 

En effet, l'égalité (42) donne, en vertu de (3i), 

On a donc 



n 



k = \ 

car 



I pyidr=:\y I p\^\,„dr:=o pour n\m. 
L'inégalité (43) montre que 

(44) /2;(7^)''^<Q = n//>9''='^. 

Q étant un nombre fixe ne dépendant pas de n, 

26. Cela posé, revenons à Tinégalilé (40 ajant lieu quel que soit le nombre n 
Cette inégalité donne, en vertu de (44)> 






Supposant que n croisse indéfiniment et en passant à la limite, on obtient 



lim //?RJ^T = o, 



car /;, croît indéfiniment avec l'indice n. 
Le théorème suivant est donc établi : 

Théorisme. — Quelle que soit la /onction /(ni) continue açec ses dérivées du 
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premier ordre dans r espace tout entier, se comportant à V infini comme un 
potentiel newtonien et se représentant sous la forme de V intégrale 

nm)^fp(,n,)G(m,m,),(m,)d^ dans m 
on a toujours 

fpPdr=^Al, A,=fp/\,dr 



k = l 



pour toutes les Jonctions Jondamentales qui correspondent à la fonction 
génératrice 

(45) G(m, m,) = H(m, w,) 4- 7-^» 

L\'Kr 

oà H(/7î, /7î|) satisfait aux conditions , énoncées au n° 2 {*), et la constante p. 
satisfait à r inégalité (4o). 

Remarquons que ce théorème peut être exprimé d'une manière un peu plus 
générale. 

En effel, il est évident qu'^Y sera vrai toutes les Jois que V inégalité (44) 
aura lieu, 

27. Supposons maintenant que f{m) admette les dérivées du second ordre 
dans (D) et (D') et vérifie Téquation 

A/(/n) = o dans(D'). 
Supposons encore que f{m) et H(m, /ni) satisfont aux conditions 

(46) |A/(m') -A/(m')| <ap?, 
(46, ) I A H(m', m») — A H(/n% mj | < apP, 

quelle que soit la position des points m' et nf dans (D). 

Ces conditions étant remplies, on aura, eu égard au théorème du n^ So du 
Chapitre précédent, 



f(m) = / ^p(m,) G(/w, mi)dz' dans (D), 



(*) Voir W. Stkklofp, Sur une égaillé générale commune, etc. {Comptes rendus, 
4 juillet 1904). 



THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS FONDAMENTALES. 4^1 

OÙ ^(f^i) est une fonction, bien déterminée dans (D), se représentant sous la 
forme de la série (4i) du Chapitre précédent. 

Rappelons que l'égalité précédente a lieu toujours, pourvu que la fonc- 
tion H(/w, /W|) dans l'expression 

G ( m, m, ) = H ( m, /Wj ) - 



4itr 



jouisse des propriétés du potentiel newtonien et satisfasse à l'inégalité (464), et 



la constante m satisfasse à l'inégalité 



|UL«>DL'. 

28. Supposons maintenant que [x satisfasse à l'inégalité (4o) qui entraîne l'iné- 
galité (5o), car 



v1 



^>l. 



Dans ce cas, le théorème du n** 26 s'applique à toute fonction /, aj^ant les pro- 
priétés indiquées au numéro précédent, et conduit immédiatement à ce théorème 

Quelle que soit la fonction /, jouissant des propriétés du potentiel newto 
nien et satisfaisant à la condition (46), on a toujours 



00 

fpP dr = ^^l Aa- =fpf Yjt dx 

k = i 



pour toutes les fonctions fondamentales correspondant à la Jonction géné- 
ratrice 

G(m, m,) = H(/w, m,)-+- -r—i 

L\T:r 

où H (m, /ni), considérée comme une fonction du point m, a les mêmes pro- 
priétés que fj et la constante a vérifie V inégalité {^o). 

29. 11 est aisé de généraliser le résultat obtenu. 

Soit f{m) une fonction quelconque assujettie à une seule condition qu'elle 
reste continue avec ses dérivées des deux premiers ordres dans (D). 
Posons 

<f{m) étant une fonction quelconque, et formons une fonction f(m), continue 
avec ses dérivées des deux premiers ordres à l'intérieur de (D) et satisfaisant 
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sur (S) aux conditions suivantes 



\da:Ji \dx)i 



et ainsi de suite pour y et z. 

Il existe une infinité de telles fonctions. 

Soit (S/) une surface parallèle à la surface donnée (S), soit 8 la distance de 
deux points correspondants de (S/) et (S) {voir n® 10). 

Choisissons y*! (m) de façon que l'on ait 

fx — f-^fi dans (D/), 
où 

pour lous les points du domaine (D/), limité par (S|). 

Ces conditions étant remplies, on aura, en choisissant convenablement le 
nombre 8, 



/< 



s étant un nombre positif, donné à l'avance. 

Prenons maintenant la fonction P(//?) satisfaisant aux conditions 

V — ^ àrextérieurde(D), 
P=/, à l'intérieur de (D). 

Il est évident que la fonction P, ainsi définie, reste continue avec ses dérivées 
du premier ordre dans l'espace tout entier, se comporte à l'infini comme un 
potentiel newtonien, admet les dérivées du second ordre dans (D) et satisfait 
à l'équation de Laplace à l'extérieur de (D) [dans le domaine (D')] (•). 

Donc le théorème précédent s'applique à la fonction P(/w). 

D'autre part, V{m) satisfait à l'inégalité 



/ 



(/-P)*e/T<£. 



Répétant presque textuellement les raisonnements du n® 10 du Chapitre II, on 



(*) Remarquons que la condition restrictive (46) n'a aucune influence sur rexactitude des 
raisonnements que nous employons ici. 
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s'assure que l'égalité 



k = \ 



a lieu pour toute fonction y qui reste continue avec ses dérivées des deiiK pre- 
miers ordres dans (D). 

Cette proposition étant établie, on démontre ensuite, comme aux. n"* U et 12 
du Chapitre II, le théorème suivant : 

Théorème. — Quelle que soit la Jonction /, bornée et intégrable dans le 
domaine donné (D), on a toujours 



CpPdz=^kl, A,= fp/\,d-c 

k = l 



pour toutes les fonctions Jondamen taies correspondant à la Jonction géné- 
ratrice 



G(m, /w,) = H(m, /w,)4- -r—y 

L\T:r 



où H (m, /W|), considérée comme une Jonction du point /w (*), est une Jonction 

ayant les propriétés du potentiel nesvtonien, [x est une constante satisfaisant 

à V inégalité 

.DP 



' a 



D désignant le volume de {D)^ ^ et a le maximum et le minimum de la fonc- 
tion positive p (m) dans (D), L^ la constante qui figure dans l'inégalité 



f[^U(nl,m,)ydr'<L\ 



30. De ce théorème résulte presque immédiatement un théorème plus général, 
analogue à celui du n® 13 du Chapitre II, qui conduit de son côté (voir n^ 27) 
au théorème suivant : 

Théorème. — Toute fonction f{ni)^ jouissant des propriétés du potentiel 
newtonien jointes à la condition (46), se développe dans (D) e/i série unijor- 
mément convergente procédant suivant les fonctions fondamentales satis- 
faisant aux conditions du théorème du numéro précédent, 

(>) Rappelons que le point nii reste toujours à rinlérieur de (D). 
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31. Revenons au cas où la fonction génératrice se réduit à 



^Tir 



Il est évident que cette fonction satisfait à toutes les conditions des n*'' 26 et 27. 
On obtient donc immédiatement les propositions suivantes : 

A. Quelle que soit la fonction /, bornée et intégrable dans (D), on a le 
développement 






où Va (A- = 1 , 2, 3, . . .) sont les fonctions universelles de M. A. Korn. 

B. Toute fonction se représentant sous la forme du potentiel newtonien se 
développe dans (D) e/i série uniformément convergente procédant suivant les 
fonctions universelles de M, A, Korn (*). 

32. Les théorèmes énoncés résultent comme des cas particuliers des théorèmes 
plus généraux, établis plus haut. 

Si nous appliquons les raisonnements des n^* 23, 24 et 25 de ce Chapitre 
immédiatement aux fonctions de M. Korn, la démonstration se simplifiera essen- 
tiellement, comme nous le verrons tout de suite. 

Les fonctions Va (A- = i , 2, 3, . . .) de M. Korn satisfont aux conditions 

(47) AV,.+ Xa/>Va=o dans(D); 

(48) AVa.=:o dans(D'); 

(49) Jp\,\^dz = o. n> 

On peut poser encore 

(50) Jpyidr = j. 

Posons, comme au n** 23, 
(5i) /= A, V, -h \,y,-h.. . -+- A„ V„4- R„, 

f désignant une fonction, continue avec ses dérivées du premier ordre dans 
l'espace tout entier et se comportant à Tinfini comme un potentiel newtonien. 



n C- m. 



(*) Voir A. Korn, Le problème mathématique des vibrations universelles, (Commu- 
nications de la Société roalhématique de Kharkow, igoS.) 
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Reprenons l'inégalité 

(52) ^>Ul='^n^x C). 

y/J, 

en conservant les notations du n^ 23. 
On trouve 

/I ë t^ '^ =-/«'• ^••' ^-/''«" ''^ = •'" 

car dans le cas considéré 
Par conséquent, 
D'autre part, 



On a donc 



^,/2(^)'- 



d'où, en vertu de (Sa), 

(53) J.<i^^'^- 



^«-VrfT 



Considérons maintenant l'intégrale 



-■=fim'"- 



On trouve, eu égard à (5i), 



n 



-'=fim-'-^i^'fU^''' 



n 
k = i 



i«/2(^')'"-»2*.A-/2^^""- 



( 1 ) Rappelons que dans le cas considéré X;^ = h{^ = 1*2, 3, . . . ). 

Fac, de T., a» S., VI. 6o 
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Or, en vertu de (47)? (48), (49) et (5o), 
Par conséquent, 

''■=/2(©''"'-i''*i. 

d'où 

■'■</2(l)''"=«- 

On trouve donc, eu égard à (53), 

Jo< > > 



^/i+l 



d'où l'on conclut que 

«= se ,/ 

c'est-à-dire 



se 



quelle que soit la fonction f continue ai^ec ses dérivées du premier ordre 
dans l'espace tout entier et se comportant à Vinjini comme un potentiel 
newtonien, 

La généralisation de cette proposition ne présente aucune difficulté et conduit 
au théorème du n** 31. 

Le théorème B n'est qu'une simple conséquence de la proposition tout à l'heure 
démontrée. 

33. J'ai déjà indiqué l'apph'cation du tliéorème A à la démonstration du 
théorème de Poisson, classique dans la théorie d'attraction, ainsi qu'à la solution 
du problème inverse d'attraction, dans mon Mémoire : Sur certaines égalités 
communes à plusieurs, etc. {Mémoires de l'yicadémie des Sciences de Saint- 
Pétersbourg, mars 1904, p. 26 et suiv.). 

Je me permets de ne pas reproduire l'analyse en renvoyant au Mémoire cité. 
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Ici, je ine bornerai à la remarque suivante : 

Soil f{ni) une fonclion continue avec ses. dérivées du premier ordre dans 
l'espace tout entier, se comportant à Tinfini comme un potentiel newtonien, 
admettant les dérivées de trois premiers ordres, continues dans le domaine (D), 
et vérifiant Téquation 

A /(m) 1=0 dans(I)'). 
Ces conditions étant remplies, on a identiquement 






pour tous les points de l'espace. 

Le théorème A permet de généraliser cette proposition, bien connue. 

Démontrons que la condition de la continuité des dérivées de trois premiers 
ordres de la fonction /(ni) n'a rien d'essentiel et que V identité précédente a 
lieu toujours, pourvu que f{ni) admette les dérivées des deux premiers ordres, 
bornées et intégrables dans (D), et satisfasse à toutes les autres conditions 
indiquées plus liauL 

Appliquons le théorème A à la fonction 






qui reste continue dans (D). 

On trouve, en posant /?(m) = i , 



y «' rfr = 2 B!, 



OÙ 

Or, 



= j;î^rv*(m) A/(m)rfT; 
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car, d'après Thypothèse faile sur /(m), 

A/(m) = o dans (D'). 



Or, le ihéorème de Green donne 

fy,{m)A/(m)dT=J/(m)lV,im)dT 



=jy{m)A\,{m)dT=-''kj,J/{m)\,im)dr = -'ku\,, 



car Va satisfait aux équations 

AV,.-+->^aV,.=:o dans(D), 
AVjL- =0 dans(D'). 

On a donc, quel que soit l'indice Ar, 

el, par suite, 

j a* dT =: o, 

d'où Ton conclut, en se rappelant que u reste continue dans (1-)), 






Cette identité conduit au théorème suivant : 



Théorème. — 57/ existe une fonction /(m) telle que la densité 'f(/?i) du 
potentiel newtonien 

I 

se représente sous la forme 



fiJUhldr' 



on a toujours 

sous la seule supposition que la fonction o(m)^ assujettie à la condition (5i). 
reste bornée et intégrable dans (D). 
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APPLICATION DE LA THÉOUIE DES FONCTIONS FONDAMENTALES 
A LA SOLUTION DE CERTAINS PROBLÈMES DES MINIMA. 

34". Soil G(/?i,mi) une fonction appartenant à la classe de fonctions généra- 
trices, auxquelles correspondent les fonctions fondamentales n'ayant que des 
nombres caractéristiques positifs [voir n" 2o du Chapitre I). 

Soit o{m) une fonction quelconque, bornée et intégrable dans (D). 

Supposons que l'intégrale 



/ G(/n, /nj) cp(mj)e/T' 



soit différente de zéro et posons 



/(.0=/r.(.n,«..)ç(,„.)rfT'. 



On obtient une fonction /(m) continue dans (D) et différente de zéro. 
Désignons par Va (X: = i , 2, 3, . . .) les fonctions fondamentales définies par les 
relations 



\j,{m)z:z'k,.jG(m,m,)V,.{m,)d7\ 



en supposant, pour plus de simplicité, que la fonction caractéristique p{fn) = 1 
Appliquons le théorème du n" 13 du Chapitre précédent à l'intégrale 



(55) f^fdr. 



On trouve 



•0 00 

(56) y*?/^-=2^AB*=2^*AÎ. 



i = 1 A = I 



car 



B,.=yV Vit dx^ l,f/\, dr -^ l,A,. 



Il s'ensuit que Vintégrale (55) reste toujours positive et différente de zéro, 
quelle que soit la fonction ^{m). 
Si l'on pose, en effet, 



(57) jr^/dr=:o, 
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on aura, eu égard à (56), 

Aa = o (X:z=i,2,3,...), 

car tous les ).a sont positifs. 

Or, d'après le théorème du n" 8 du Chapitre I, on a toujours 

(58) J'rdr=^\l. 

On en conclut que la condition (07) entraîne la suivante 

l'p (h = o, 
d'où 

(%) /=o, 

car y reste continue dans (D). 

La condition (5y) est incompatible avec Thypothcse faite sur es. 
Donc, r intégrale (55) est différente de zéro* 
Le rapport 



/^ 



admet donc un minimum. 

l^a théorie des fonctions fondamentales permet de résoudre le problème suivant : 

Soit G (m, m s) une fonction appartenant à la classe de fonctions généra- 
trices y auxquelles correspondent les fonctions fondamentales n^ ayant que des 
nombres caractéristiques positifs; soit ^(m) une fonction quelconque, bornée 
et intégrable dans le domaine donné (D) et telle que l'intégrale 



/( m) — j G (/II, m, ) <p(mi ) d-:' 



soit différente de zéro. 

Trouver la limite inférieure précise du rapport 



K = 



jofd7 
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Les égalilés (56) et (58) donnent 

se 

KA- I 
— ii > 

A=l 

d'où l'on tire immédiatement, en supposant que les nombres )va(A' = i, 2, ii, ...) 
soient rangés dans l'ordre croissant de grandeur, 

(60) K>X„ 

)»i désignant le plus petit des nombres caractéristiques des fonctions fondamen- 
tales correspondant à la fonction génératrice G(m, /W|) et à la fonction caracté- 
ristique p(m)=:ï. 

Il est évident que X, représente la limite inférieure précise du rapport K. 

Posant, en effet, 

a)(/n) = V,(/n), 

on obtient 

3o. Considérons quelques cas particuliers. 
Prenons pour G (m, w?i) la fonction 

c 

G (m, m.) = -; • 

^nr 

Soit /{m) une fonction quelconque jouissant des propriétés du potentiel 
newtonien. 

Le théorème du n° 33 donne 



•^ ^ inj r 



Posons, dans le rapport K, 

On trouve 

-f/l/dr -//A/rfT 



K = 



P-"' /■ 



n 



dz 



car, d'après l'hypothèse faite sur /, 

à/=o dans (I)'). 
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On a donc 



'■^ycTT 



frdr 



OÙ ).| est le plus pelil des nombres caractérisliques correspondant aux fonctions 
fondamenlales de M. Korn. 
Donc : f^ rapport 



fj:(^y^ 



ôx I 



fpdr 



OÙ /est un potentiel newtonien, reste toujours supérieur ou au moins égal au 
plus petit des nombres caractéristiques correspondant aux fonctions uniicr- 
selles appartenant au domaine donné (D) [sous la supposition que p{m) = i]. 

^i6. Désignons maintenant par G(m, m^) la fonction de Green, par Va les 
fonctions fondamentales satisfaisant aux conditions 



yjii'n) = h- n^{ni,nt^)y,^{m^)dr'. 



Sait /(m) une fonction quelconque continue, admettant les dérivées des deux 
premiers ordres dans (D) et s^annulant sur (S). 
On peut écrire, eu égard au théorème du n** 5, 



/ = — /G(m, w,) A/(/?i,)e/T'. 



Posons, dans le rapport K, 
On trouve 






L'inégalité générale (Co), appliquée au cas considéré, donne 



p<i. 



ce qui démontre la proposition suivante : 
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Le rapport 



k"' 



reste toujours supérieur ou au moins égal à X|, X| étant le plus petit des 
nombres caractéristiques des fonctions fondamentales correspondant à la 
fonction de Green et à la fonction caractéristique p {m) z=z i, quelle que soif 
la fonction f{m) continue, admettant les dérivées des deux premiers ordres 
dans (D) et s'annulant sur (S). 

37. Il est aisé de s'assurer que l'exislence des dérivées du second ordre de la 
fonclion f(m) n'a rien d'essentiel : Le théorème précédent reste vrai toujours, 
pourvu que la fonction continue f(m) s'annule sur (S) et admette les déri- 
vées du premier ordre dans (D). 

l^our s'en assurer, posons 

/=A,Vi4-A,V,4-...4-A„V„4-H«, 
d'où l'on lire 



n 






Â-1 



Cetle égalité donne 



/2 



g)'*îS>.Ai.. 



On a donc 



A-=l 



K^>.„ 



quelle que soit la fonction f{m) ayant les propriélés indiquées au début de ce 
numéro. 

38. Entendons enfin par V^ (A= i, 2, 3, . . .) les fonctions fondamentales cor- 
respondant à la fonction généralricc J(m, m^) du n** 7 et à la fonction caractéris- 
tique p{m) = I. 

Soit f(m) une fonction quelconque continue et admettant les dérivées du 
premier ordre dans (D). 

Reprenons l'égalité (61) du numéro précédent. 

Fac. de T., a« S., VI. Gl 
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En se rappelant que Va satisfont aux conditions 

A Va- 4- ).A Va = o dans (D), 



On 



— o sur (S), 



on trouve, comme au numéro précédent, 






D'autre part, appliquant à la fonction f{m) le théorème du n** 10, on obtient 



00 

A = l 



Par suite, 



A=l 

En supposant que 

on aura 

ce qui démontre la proposition suivante : 
Le rapport 






d-: 



reste toujours supérieur ou au moins égal au plus petit des nombres carac- 
téristiques correspondant à la fonction génératrice i{m^ m,) et à la fonction 
caractéristique p{m) = i, quelle que soit la fonction f{m) continue, admet- 
tant les dérivées du premier ordre et satisfaisant à la condition 



I fd':=.o. 



(vest un lemme analogue au lemme fondamental de M. H. Poincaré que nous 
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avons pris pour le point de départ de nos recherches; il importe de remarquer 
seulement que le lemme que nous venons d^ établir assigne une limite inférieure 
précise du rapport K ( ' ). 

39. La méthode, analo*»iie à celle que nous avons employée dans les recherches 
précédentes, s'applique aussi à la démonstration des fonctions fondamentales 
Wf((ni) (^ = 1 , 2, 3, . . .) d'une autre espèce, définies par les équations 

Wj^.{m) — iXf, I q{m^)5(m, /;«, ) Wkiniy ) ds' , 

où rintégrale, prise par rapport aux variables /?i|(S, r,, Ç), s'étend à la surface 
donnée (S) tout entière, q{m) et J(m, ni^) soni les fonctions analogues aux fonc- 
tions p{ni) et G (m, ni^)^ (jla sont des constantes caractéristiques des fondions 
fondamentales WA(m). 

Nous allons exposer la théorie générale de ces fonctions dans la seconde Partie 
de ce Mémoire. 



(*) Comparer mon Mémoire: Sur le développement d'une fonction donnée en série 
procédant suivant les fonctions harmoniques {Communications de la Société mathé- 
matique de Kharkowy Kharkow, 1897). 
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ERRATA 



AU TOME CIiNQUIÉME DE LA DEUXIÈME SÉRIE. 



——* 



l'âge 459, 
Page 460, 
Page 460, 
Page 4fio, 
Page ^(S'i^ 
Page 462, 
Page 4^2, 
Page 462, 
Page 462» 
Page 462, 
Page 4f>3, 
Page 463, 
Page 463, 
Page 464, 



dans les deux titres et en Note, au lieu de Mlodziciowski, lire MIodziejowski. 
ligne 26, au lieu de Jazikov, lire lazikov. 

au lieu de Bobininc, lire Bobynine. 

au lieu de lithuanienne, lire lettonne. 

au lieu de registre, lire procès-verbal. 

au lieu de devint, lire vint en qualité de. 

au lieu de distinguée, lire occupant une haute situation. 

au lieu de avait été attaché, lire avait des attaches avec. 

au lieu de il s'y rencontra, lire c'est là qu'il se rencontra. 

au lieu de proposèrent, lire résolurent. 

au lieu de iiOBepxHOCTHX'b, lire noBcpxiiocTHX'b. 

au lieu de ii3rii6aHiii, lire ii3rii6aHiH. 

après Russie, ajouter à Odessa. 

au lieu de Cette proposition... fondamentale, lire Malgré toute sa 
simplicité, cette proposition est fondamentale. 

Fac, de T., a« S., VI. 62 



ligne 27 
ligne 3o 
ligne i5 
ligne 24 
ligne 24 
ligne 35 
ligne 37 
ligne 38 
ligne 18 
ligne 20 
ligne 32 
ligne iG 



478 EIIKATA. 

Paj^c 403, li}^nc 9, au lieu de normiiles. lire parallèles. 

Paj;e 46>, lignes 17 et 2(), «a /lew de avec des variables e^ au lieu de à variables, lire 

en variables. 

Page 46 J, à la Note, ajouter (Communication de M. Stackel). 

I*ag«î ffi', ligne Jo, aa //Vzi rfc la signification, lire l'importance. 

I*agc îfij, à la Nolo, ajouter (Communication de M. Stackel). 

Page 4G8, lignes 3 et (>, au lieu de les relations.. . esi-clle portée, lire les relations étu- 
diées le plus en détail sont celles de parallélisme et de per- 
spective, raltenlion est surtout portée. 

Page .\(S\), ligne 10, au. lieu de Lcvy, lire Lévy. 

Page .Î70, ligne ?., au lieu de ses j>ropriélés, lire la propriété. 

Page 17^» ligne 2, .s7//)/?râMC/' et qui fut. 

Page 470, ligne 3, au lieu de A ce sujet, lire Kn même temps. 

Page Î70, ligne i5, au lieu de appliqua, lire aj)plique. 

Page Î70, lignes 29 et 3o, au lieu de Comme ses. . . Recueil mathématique, lire Comme 

il contient presque en entier les deux premiers Mémoires du 
Recueil mathématique. 

Page 171, lignes 2 et J, la lettre h doit être remplacée par un h droit, et indique que 

Ton a alTuire à des sinus et cosinus hyperboliques. 

Page 174? ligne 8. au lieu de le sens, lire l'idée. 

Page 47 ij lignes 12 et l'i, au lieu de et qu'elles ne donnent lieu... possible, lire cl que 

partout où cela est possible, elles cèdent la ])iace à des 
considérations purement géométri<{ues, toujours remar- 
quablement élégantes. 

Page 474 1 lignes -^8 et 79, au lieu de Ces Mémoires, qui s'élèvent au dessus de, lire Ces 

Mémoires, de préférence à. 

Page 47">. ligne 22, au lieu de l'équation conditionnelle, /i/*e une équation conditionnelle 

et au lieu de la condition, lire une condition. 

Page 479» ligne i4, au lieu de mais, en outre, d'un argument, lire mais, d'un seul 

argument. 

Page 479t lignes 17 et 18, au lieu de les résultats donnés... sont presque tous connus 

maintenant, lire l'auteur a obtenu presque tous les résul- 
tats sur l'intégration des équations au\ dérivées partielles 
connus maintenant. 

Page 479, ligne 18, au lieu de mais, lire de plus. 

Page 479? ligne 22, supprimer heureuse. 

Page 479, ligne 23, au lieu de qu'il a réunis, et, lire et ingénieusement composés. 
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